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Liebe Teilnehmerinnen und Teilnehmer,

der Vorsemesterkurs Quick-Start Informatik ndet 2010 zum eten Mal statt. Ziel ist
es, denUbergang von der Schule zum Informatikstudium zu erleichtern. Viaist Infor-
matik? Muss ich ein Programmierfreak sein? Muss ich ein Mathe-As seiWie sieht das
Studium eigentlich aus? Was sollte ichénnen? Wo nde ich Antwort auf meine Fragen?
Wie ist das Leben an der Uni? Wer sind meine Mitstudierenden?

Um diese und weitere Fragen zu beantworten, entstand die Ideénen Vorsemesterkurs
Informatik anzubieten. Der Kurs richtet sich in erster Linie an Stuéenan@ngerinnen
und -anfanger, aber auch an interessierte Selerinnen und Schuler und an Studieren-
de nach dem ersten Studienjahr, die nochmal die Grundlagen wiekdelen mechten. Er
besteht aus einer Einihrung in das Programmieren mitpythonund einer Einfihrung
in grundlegende Arbeitsweisen der theoretischen Informatik. Indvlesungen und prak-
tischen Ubungen habt Ihr die Meglichkeit, den Sto kennenzulernen und einauben. Es
werden keine fachspezi schen Kenntnisse vorausgesetzt. Dief@aben in verschiedenen
Schwierigkeitsgraden ermglichen Euch, je nach Vorwissen, Lerntempo und Ausdauer,
Neues dazuzulernen. Die langen Mittagspausen und das Wocheregeében Raum, sich
selbsendig mit den Aufgaben zu besdhftigen. Wer eber Mittag allein oder in Gruppen
arbeiten mechte, kann dies gerne in den &imlichkeiten des Lernzentrums oder in den
Fischermumen tun. Far Fragen sind auch Ansprechpartner vor Ort.

Die Aufteilung in Vorlesung, Ubungen und selbstindiges Nach- und Vorarbeiten ist
typisch fur das Informatikstudium. Im Gegensatz zum Studium wird der Kuraber aus-
schlie lich von Studierenden herer Semester geleitet. Zudem seid lhr freiwillig hier,
und es gibt keinerlei Leistungsdruck. Hier habt Ihr die Mglichkeit, einfach mal aus-
zuprobieren, und gem Eurem eigenen Kenntnisstand dazuzulernen. Der Inhalt des
Skripts wird nicht zu Studienbeginn vorausgesetzt. Die Themen wan Euch aber im
ersten Jahr wieder begegnen. Dass lhr ganz unterschiedliche Réamtnisse habt, liegt
an Euren unterschiedlichen Werdessngen und ist wllig normal. Man kann das Informa-
tikstudium auch mit wenig Vorkenntnissen meistern. Allerdings mussathn viel Zeit in
sorghltige Vor- und Nacharbeitung der Vorlesungen investieren. Wichtigst, dass lhr
lernt, Fragen zu stellen. Wer konkrete Fragen formulieren kann,tischon weit gekom-
men. Fur inhaltliche Fragen zu den Themen des Vorsemesterkurses stelie dFachschatft
Informatik das Online-Forum http://fsinf-forum.de/ zur Verfugung. Zudem gibt es
eine Mailing-Liste, an die lhr Eure Fragen schickendant. Auf der Mailingliste stehen
Eure Tutorinnen und Tutoren, die dann Eure Fragen beantworten

Hilfreich ist es auch, in Gruppen zu arbeiten. Gemeinsam wei und sieman mehr als
allein. Und wenn man etwas erldren kann, dann hat man es verstanden. e Grup-
penarbeit steht Euch auch whrend des Studiums das Lernzentrum zur Verfjlung. Bei
Fragen zu Vorlesungsinhalten énnt Ihr Euch dort an Frau Dipl.-Inf. Ronja D u el wen-
den.

Last but not least habt Ihr die Meglichkeit, in den Fachschaftstumen Mitstudierende



kennenzulernen, allesiber das Studium zu erfahren, selber Eure Ideen aktiv einzubrin-
gen, Spiele zu spielen, Ka ee und Tee zu trinken, oder einfach eineuBa zu machen
und zu entspannen.

Wir weinschen Euch einen s@nen Vorsemesterkurs und einen erfolgreichen Start ins
Studium!

Euer Orga-Team
P.S.. Wenn es Euch gefallen hat oder wenn Ihr Eure eigenen Ideen mibbeingen

mechtet, seid Ihr herzlich eingeladen, Euch in Eurem Studium zukftig auch bei der
Organisation und Durchkhrung des Vorkurses zu engagieren!
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die Trainerin Carla Cederbaum beteiligt. Ich nechte allen #r ihr herausragendes Enga-
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weit eber dem gewhnlichen Ma lag: Ronja Del el hat den Kurs mit konzipiert, koordi-
niert und umgesetzt { von der Vorbereitung bis zur Nachbereitungiefen und laufen bei
ihr die Faden zusammen. Carla Cederbaum hat mit zahlreichen Anregungenduihrer
Erfahrung zum Konzept des Vorsemesterkurses beigetragendudie Tutorenschulung
mit entworfen und geleitet. Carsten Heep hat den Praxisteil des 8gts entworfen, Felix
Salfelder hat geholfen, ihn auszuarbeiten und ihn exgzt. Sandra Kiefer, Grzegorz La-
to, Roman Lossa, Kai-Marian Pukall, Pavel Safre und Johannes Seihaben zuatzlich
zu ihrer Tutorentatigkeit im Rahmen des Vorkurses an der Themenauswabhl, der Aufga
benerstellung und Vorbereitung des Kurses mitgewirkt. Zudem hah sie viele wichtige
Hinweise zu Winschen und Schwierigkeiten von Studienasufigerinnen und -anéngern
gegeben, zusammen mit ldeen, wie man diesen am besten begeghagjen Poloczek
hat uns mit Ratschleagen und Ideen, insbesondere zur didaktischen Umsetzung, und
mit seinem Kontakt zu den Schulen stets beiseite gestanden. Magdr Schmidt-Schau
und Georg Schnitger haben uns als Studiendekane den Weg geelhmet mit ihrer Un-
terstutzung und ihrem Reickhalt den Kurs in dieser Form erst mglich gemacht. Sandra
Kiefer und Philipp Krause haben wertvolle Tipps und Korrekturen zumSkript beige-
tragen. Philipp Krause hat die Geschichte vom,kleinen Gau\ recherchiert und uns
technisch untersuitzt. Die Fachschaft Mathematik der Albert-Ludwigs-Universiat Frei-
burg hat freundlicherweise den Aufgabenfundus der Grundlagamung zur Verfigung
gestellt.

Ich denke, dass wir hier ein solides Konzept entwickelt und ein gutearilament fur die
kommenden Jahre gelegt haben. Allen Beteiligten gilt mein allerherzlides Dank fer
die konstruktive und bereichernde Zusammenarbeit!

Frankfurt am Main, den 22.9.2010,

Isolde Adler
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1. Einleitung

1.1. Unix

Unix ist ein Mehrbenutzer-Betriebssystem, das urspnglich 1969 in denBell Labs ent-
wickelt wurde. Der Stammbaum der Unix-Derivate ist riesig und Uniceilden den Kern
der meisten modernen Betriebssystemavw.levenez.com/unix). Linux ist ein bekann-
tes Beispiel. Gegenstand dieses Kapitels ist jedoch nicht eine geddfithe Abhand-
lung, vielmehr geht es darum, elementare Unix-Befehle vorzustellemd erste Schrit-
te im Umgang mit Unix zu vermitteln. Im Folgenden wird stets auf das Sstem der
RechnebetriebsgruppE] des Instituts fer I nformatik der Goethe-Universiat Frankfurt
(RBI) Bezug genommen.

1.1.1. Terminals

Unix stellt seinen Benutzern sogenanntderminals bereit, an denen gearbeitet werden
kann. Ein Terminal ist die Schnittstelle zwischen Mensch und Maschin&s gibt zwei
grundlegend verschiedene Arten von Terminals: DtextbasiertenTerminals prasentieren
dem Benutzer einen Bildschiri®, der im Wesentlichen Buchstaben und andere Zeichen
in einem festen Raster anzeigtUber diese Terminals ist es mwglich, mit Programmen,
die mber ein CLI (command line interfacg verfugen, zu interagieren. Dies sind oft Pro-
gramme, die Eingaben in Textform entgegennehmen.

Neben dem CLI gibt eggraphischeTerminals, die dem Benutzer, von technischen Ein-
schmnkungen einmal abgesehen, beliebige bunte, dreidimensionale uniirgerte Steue-
relemente und Interaktionsobjekte pasentieren. Die Schnittstelle eines Programms, die
auf derartige Technik zumickgreift, wird mit GUI ( graphical user interfacg bezeichnet.
Graphische Terminals werden oft zur Anzeige von graphischen Beérnerober achen ver-
wendet, deren Optik mitunter an Software aus dem Hause Apple addicrosoft erinnert.
Auf den Rechnern des RBI ndet man unter anderemy GNOME\ und ,KDE\.

Ein einzelner Rechner stellt sieben voneinander unadaigige Terminals zur Verfigung.
Mit den Tastenkombinationen + + e + + bis [Ctr] +
+ lasst sich bestimmen, welches davon auf dem Bildschirm angezeigt deser
soll. An das angezeigte Terminal werden dann auch Tastatureingai weitergeleitet.

Yhttp://www-intern.rbi.informatik. uni-frankfurt.de/r bi/linux-tutorials/
2Anfangs wurden stattdessen Drucker mit Endlospapier verwende


www.levenez.com/unix
http://www-intern.rbi.informatik.uni-frankfurt.de/rbi/linux-tutorials/

1. Einleitung

1.1.2. Login und Shell

Bevor die Arbeit beginnen kann, muss sich ein Benutzer an einem Tanal anmel-
den. Dies erfolgt durch Eingabe eines Benutzernamens und des etwgigen Passwor-
tes. Dieser Vorgang nennt siclicinloggen (engl.: login). Findet das Einloggen an einem
textbasierten Terminal statt, so ubernimmt eine (Unix-)Shell die Kontrolle mber das
Terminal. Diese macht sich bemerkbar durch eingingabeau orderung (engl.: prompt),
eine Zeile, die Statusinformationen en#it und mit einem blinkenden Cursor endet:
.[benutzername]@[rechnername] >\. Hat sich der Benutzer an einem graphischen Ter-
minal angemeldet, wird er zuerst ein virtuelles textbasiertes Termah starten meissen,
um eine Shell zu Gesicht zu bekommen. Ein virtuelles Terminal karuber das Kontext-
merel gestartet werdef.

Das Prompt signalisiert die Bereitschaft der Shell, (Unix-)Befehle &egenzunehmen.
Befehle sind nach bestimmten Regeln zusammengesetzte Wort- ttglchenkombinatio-
nen. Diese lbnnen einfach eingetippt werden. Nach Betigen der Eingabetaste(engl.:
return, [ ) wird der Befehl verarbeitet. Im gedruckten Text notieren wir dieEingabe
der drei Zeichena, b und ¢ mit darau olgender Betatigung der Eingabetaste kurz als

. Sonstigen Text, der auf dem Bildschirm steht oder stehen kannptieren wir in
Schreibmaschinenschrift

Ohne das Regelwerk weiter zu studieren, werden nachstehend enBgefehle vorge-
stellt, die einen Einblick in die Funktionsweise der Shell geben. Um Tippaeit und
Tastaturverschlei zu vermeiden, fallen die Namen der Befehle ofelr kurz aus. Meist
verbirgt sich jedoch eine Abkrzung oder ra nierte Mnemotechnik dahinter.

veranlasst die ShellHallo Welt"™ auszugeben. Wir sagep
gibt den Text ,Hallo Welt™ aus.\

und sagt uns, wer bzw. wo wir sind.

(print working directory): gibt den Pfad des Verzeichnisses aus, in dem sich
der Benutzer gerade be nden. Dies nennt man oft auch daktuelle Verzeichnis
Unmittelbar nach dem Login ist dies dasHomeverzeichnisdes entsprechenden
Benutzers.

(make directory): legt ein Verzeichnis mit dem Namerdinge an,
falls ein solches noch nicht existiert.

: wechselt in das eben erstellte Verzeichnis.
bringt uns wieder zurueck.

(list) zeigt eine Liste der Namen der im aktuellen Verzeichnis be ndlichen
Dateien und Verzeichnisse an, die nicht mit einem Punkt § anfangen.
lasst Namen, die mit. anfangen, nicht aus.

zeigt den Inhalt des eben erstellten Verzeichnisses an.

3Mit der rechten Maustaste auf den Desktop klicken und den ersterEintrag (K onsole) ausvahlen.



1.1. Unix

beschert uns eine aushrliche Fehlermeldung.

Einem Befehl folgen im Allgemeinen weitere, die Audfirung des Programms beein-
ussende, Zeichen. Diese bilden didrgumentliste. Be ndet sich beispielsweise in der
Argumentliste von  ein -a so werden auch Eintage, die mit. beginnen, ausgegeben.

Wer mehr uber  und seine Argumente lernen will, dem sei der Befehl nahe-
gelegt (mit beenden). Die Abkirzung mansteht fur ,,Handbuch\ (engl.: manual).
Sie steht #r alle wichtigen Befehle zur Vemigung, so auch dr manselbst ( ).

1.1.3. Dateien und Verzeichnisse

Eines der grundlegenden Unix-Paradigmen lautgieverything is a le\. Die Studentin/
der Student wird die Gelegenheit haben, diese Aussage in voller Breite zu deuterdun
die Vor- und Nachteile dieses Ansatzes zu verstehen. Dies soll algiviion dienen, den
Unix-Dateibaum und einfache Dateioperationen kennenzulernen.

Jedes Unix-Systellﬂ verwaltet einen Dateibaum. Der Dateibaum ist ein virtuelles Ge-
bilde zur Datenverwaltung,&hnlich einem gaidiliten Aktenschrank. Die Bausteine hei en
Dateien (engl.: le ). Die typische Datei enthalt zunachst Daten, das ist oft Text, manch-
mal sind es auch Bilder oder Maschinenanweisungen. Ein Aktensahkeenthalt Ordner,
die Ordner Seiten, die Seiten Zeilen und die Zeilen Buchstaben. Unsaté&system sieht
bestimmte Dateien vor, sogenannt®erzeichnisse(engl.: directories), die selbst Dateien
enthalten kennen. Eine Datei hat immer eineMNamen, das ist eine nichtleere Zeichenket-
te, die einem bestimmten Regelwerk unterworfen ist. Man stelle sicimter einem Namen
dasselbe vor, wie unter dem Namen einer Stadt oder eines Hausseidan beachte, dass
Unix zwischen Gro - und Kleinschreibung unterscheidet.

Jede Datei, insbesondere jedes Verzeichnis, be ndet sich in einemrxéichnis, dem
ebergeordnetenVerzeichnis (engl.:parent directory). Nur das Wurzelverzeichnis(engl.:
root directory) ist in sich selbst enthalten. Es tagt den eindeutigen Namen. Zwei Datei-
en sind dieselben, genau dann wenn sie gleiche Namen traged im selben Verzeichnis
enthalten sind. Aber wo ist der Baum? Zur Veranschaulichung hilft eikleines Beispiel.
Das Wurzelverzeichnig enthalte zwei Verzeichnissé und B. Beide Verzeichnisse ent-
halten je ein Verzeichnis mit dem Namerl und 2. In dem Schema aus Abbildung 111
ist unschwer der Baum zu erkennen.

Mit dieser Erkenntnis lassen sich die beiden Verzeichnisse mit dem Namk leicht
auseinander halten { und zwar anhand ihresapsoluter) Pfades Der Pfad des inA ent-
haltenen Verzeichnisses wird al®\/1 notiert, der des anderen aléB/1 . Der Schmgstrich
/ (engl.: slash) dient als TrennzeicherRelative Pfade sind Pfade, die nicht mit dem Wur-
zelverzeichnid anfangen. Ist das aktuelle Verzeichni®3, so konnen mit 1 und 2 die Un-
terverzeichnisse eindeutig adressiert werden. Mit dem Symbhol fer das ebergeordnete
Verzeichnis kann dann ér / auch .. , fur /A auch ../A oder fur /A/1 auch ../A/l
geschrieben werden. Relative Pfade beginnen oft mit, dieser Punkt ist jedoch nur
ein Symbol #r ,hien und wird nur zur Verdeutlichung vorangestellt. Ebenso dienen

4Im Sinne eines Computers, auf dem Unix duft.



1. Einleitung

Abbildung 1.1.: Der Verzeichnisbaum der Erkenntnis

zusatzliche / Trennzeichen nur der Optik; ist das aktuelle Verzeichnis etws, so ver-
weisen die folgenden Pfade alle auf dasselde:./../A/1 | [..[./IAI1]] , 1A/..IA/1

sind gleichbedeutend mit/A/1 . Pfade zu Dateien, die keine Verzeichnisse sind, funk-
tionieren naterlich ebenso, mit dem Unterschied, dass sie nicht in einem Verzeichnis
enden.

1.1.4. Das Homeverzeichnis

Das Verzeichnis, um das sich alles dreht, ist d&BomeverzeichnisDies ist das persnliche
Verzeichnis des Benutzers, in dem dieser befugt ist, Dateien abgda oder zu vesindern.
Ebenso gibt es Dateien, die eipgewohnlichen Benutzer nicht verandern oder gar einse-
hen kann, etwa die Dateien anderer Benutzer oder Systemdateiéras eigene Homever-
zeichnis ist systemweit unter dem Pfadhome/users4/ommz/<benutzername>aufzu n-
den. Kerzel hierfur sind ~ und $HOMEAuch ist etwa ~musterfrau ein Kerzel fur das
Homeverzeichnis von Melanie Musterfrau.

1.1.5. Editieren und Textdateien

Bislang ging es um Dateien, Verzeichnisse und das allgemeine BedienaereShell.
Im Fokus dieses Abschnittes stehen die Textdateien. Diese werd&m uns relevant,
da sie unter anderem derCode der geschriebenen Programme beherbergen werden.
Ein Texteditor ist ein Programm, das das Erstellen und Vendern von Textdateien
erleichtert.

Ein verbreiteter Texteditor heit vi (sprich: [vi: ai]). Dieser steht nicht nur in der
RBI zur Verfugung, er ist auf fast jedem Unix-System vorhanden. Mit dem Béfke
wird der Editor) gestartet. Der Befehl startet viund e net
sogleich eine Sicht auf die angegebene Datei. Diese Sicht nennt rBarer , hier ndet
das Editieren statt. Nach dem® nen und nach dem Speichern stimmt der Inhalt des
Bu ers mit dem der korrespondierenden Datesiberein. Unser Editor unterscheidet einige
Betriebsmodi, die sich wie folgt beschreiben lassen. Wichtig dabei isedPosition des
Cursors, auf die sich die meisten Aktionen beziehen.

SOftmals handelt es sich schon um eine verbesserte Variantam (fur vi improved). Diese Unterschei-
dung soll uns hier nicht kemmern.



1.2. Python

1. Im Befehlsmoduswerden Tastatureingaben als Befehle aufgefasst. Unter einem
Befehl kann man sich das vorstellen, was man einem Herausgebearg(e edi-
tor)zurufen weirde, bate man ihn umAnderungen an einem Text. In diesem Modus
be ndet sich vi nach dem Starten.vi versteht Befehle wie,® ne/speichere diese
und jene Datel ( : ), .Lesche die Zeile, in der sich der Cursor
be ndeth ( [d], -) oder ,Tausche den Buchstaben unterm Cursor durch den
folgenden aush\ ( ). Naturlich ist es auch neglich, den Cursor zu bewegen,
etwa mit den Pfeiltasten oder mit mannigfachen anderen Tasten, digewegungen
in alle meglichen Positionen erlauben. Viele Neider halten fur den wichtigsten
aller vi-Befehle. Dieserdhrt jedoch nur zum Programmabbruch (engl.: quit) ohne
vorheriges Speichern.

2. Im EINRUGENund ERSETZEModus erscheinen die eingegebenen Zeichen direkt auf
dem Bildschirm, im Bu er. Im ersteren wird Text neu hinzuge#igt, im zweiteren
werden bereits vorhandene Zeicheaberschrieben In diese Modi gelangt man vom
Befehlsmodus aus mit den Tasteri | bzw. . Zwischen ihnen kann mit der|ns|
-Taste hin- und hergewechselt werden Durch Betigen der [Esd -Taste gelangt
man wieder zueick in den Befehlsmodus.

3. Die VISUELENn Modi erlauben das Markieren eines Bereiches des Bu ers, um so-
dann Befehle abzusetzen, die sich auf den markierten Bereich bbeie Be ndet
man sich im Befehlsmodus, so gelangt man mit d -Taste in den gewhnli-
chen visuellen Modus. Dieser eraglicht das Markieren eines Textbereiches durch
Bewegen des Cursors. Nach Eingabe und Aukfung eines Befehls { etwa ,
.markierten Bereich bschen\ { ndet man sich im Befehlsmodus wieder. Auch die
[Esq -Taste fuhrt zureck in den Befehlsmodus.

Wir stellen fest, dass ein Einstieg invi mit dem Lernen einiger Tastenkrzel und
Schhkisselworte einhergehen muss. Das lohnt sich aber &lle, die oft mit Text arbeiten.
Hat man einmal die Grammatik der Befehle, dievi akzeptiert, verstanden, so wird das
Editieren von Text zum Kinderspiel und geht schnell von der Hand. &t das Tippen im
Zehn ngersystem beherrscht und einzusetzen vermag, weisk@t, dass sich arginglicher
Mehraufwand auszahlen kann.

Ein Schnelleinstieg invi ist mit Hilfe einer vorbereiteten Anleitung meglich. Diese
lasst sich in einer Shell mit dem Befehl starten. In dieser Anleitung sind
einige Funktionen des Editors zum sofortigen Ausprobieren auflegiet worden. Danach
emp ehlt es sich, in einer Kurzreferenz zu stbern.

1.2. Python

.Python is a programming language that lets you work more quickly andhtegrate your
systems more e ectively. You can learn to use Python and see almasmediate gains
in productivity and lower maintenance costs.\



1. Einleitung

So urteilen die Autoren vonpython eber ihre Programmiersprache. In der Tat ist
pythoneine Programmiersprache, die es emglicht, mit vergleichsweise geringem Lern-
aufwand Programme zu schreiben. Wasythonist, wo man es her bekommt und wie es
am besten einzusetzen ist, wird Gegenstand dieses Abschnitteis.se

1.2.1. Was ist Python?

Python ist eineimperative, objektorientierte, interpretierte Programmiersprache mit Ein-

eissen aus dem Bereich déunktionalen Programmierung. Imperatives Programmieren
bedeutet, dass Programme aus Anweisungen aufgebaut werddie nacheinander aus-
gekhrt werden. Die Objektorientierung kann als eine Erweiterung des imperativen Pro-
grammierkonzepts aufgefasst werden. Das Konzept der Objekentierung wird in der
Veranstaltung Grundlagen der Programmierung lbehandelt { hier wollen wir uns auf
das Versandnis des imperativen Programmierens besa@mnken. Wir werden dabei nicht
auf die aus der funktionalen Programmierung entlehnten Aspekteor python eingehen.
Einen Einblick in funktionale Programmierung vermittelt die VorlesungGrundlagen der
Programmierung 2

Der Begri interpretierte Programmiersprache geht auf die Methode des Ausirens
von in derselben geschriebenen Programmen mok. Um Programme schnell auf einem
Computer auszudihren, bereitet man typischerweise die Befehle in der Sprache adig
der Computer in seinem tiefsten Inneren versteht: diMaschinenspracheDiese Aufbe-
reitung nennt man dasKompilieren. Stattdessen #ihrt ein Interpreter, den man sich wie
einen virtuellen, sehr exiblen Computer vorstellen kann, die ipython geschriebenen
Befehle instantan aus. Der Interpreter erstellt also kein direkt dwder Maschine ausihr-
bares Programm, sondern analysiert, deutet, und agiert selbshige Abstraktionsebenen
heher. Die langsamere Ausihrgeschwindigkeit liegt also auf der Hand. Ein Vorteil be-
steht darin, dassinteraktiv programmiert werden kann: Befehle énnen einzeln an den
Interpreter mbergeben werden und zwischendurch kann der Zustand des |aafen Pro-
grammes beliebig inspiziert werden. Echte Maschinen im Betrieb heobachtenist oft
aufwandiger. (Siehe AbschnitCI.Z3).

1.2.2. Installation

Die Rechner der RBI sind bereits vorbereitet, und es kann sofortdgehen. Ist man
selbst #ir den Computer verantwortlich, auf dem man arbeiten mchte, ist noch etwas
vorzubereiten.

Lauft auf unserem Computer ein Linux-Betriebssystdﬂ1 so sind die bemtigten Pro-
gramme oftmals bereits installiert. Falls nicht, lassen sie sich je na@istribution mit
der mitgelieferten Paketverwaltung etwa durch einen Aufrufl von

, : oder schnell nachin-
stallieren. Auf ahnliche Weise gelangt man auch schnell an einen Texteditor. Auf Win-
dows und MacOs ist dies nicht der Fall. Untehttp://www.python.org/download | kann

6Linux ist eine Unix-Variante, auf die unser eben Gelerntes zutri t.
"als autorisierter Benutzer
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1.2. Python

pythoninklusive eines rudimenaren Editors (IDLE) heruntergeladen werden. Mit weni-
gen Mausklicks &uft also auch hier ein Interpreter. Wer noch Hemmungen hat, ein
Linux-System auf seinen Rechner zu spielen, der kann auch rrinfoder cygme’]ln
den Genuss einer automatischen Paketverwaltung kommen.

1.2.3. Erste Schritte

Die Programmiersprachepython lasst sich auf unterschiedliche Weisen benutzen. Die
einfachste ist, den Interpreter direkt in einer Shell mit dem Befehl im interak-
tiven Modus zu starten. Der Interpreter signalisiert seine Bereithaft durch drei spitze
Klammern >>> Neben dem interaktiven Modus gibt es auch die dglichkeit, einpython
Skript in einer Textdatei abzulegen und deren Pfad dem Interpreter alsréument zu
eibergeben. Namen von Dateien, dipythonSkripte enthalten, werden wir stets mit der
Endung .py verseheBd. Dies ist eine @ngige Konvention, die aber nur von kosmetischer
Bedeutung ist. Angenommen, es existiert eipythonSkript mit dem Namen dummy.py
so kann dieses mit dem Aufruf ausgetihrt werden. Theoretisch kann
es mit dem Programmieren jetzt losgehen. Praktisch ist es sinnvolicls vorher einen
Texteditor auszusuchen, um Programme auch ablegen zarnen. Es gibt Editoren #ir
jeden Geschmack. Die wohl am weitesten verbreiteten hei en und emacs Dennoch
wollen wir dem Anfanger nahelegen, die ersten Schritte mjgython mit dem integrated
development environment fopython (kurz IDLE) zu gehen. Dieses #gt nicht weit, aber
weit genug, um alle hier gesammelten Progamme nachzuemp nden.

1.2.4. IDLE

Das ProgrammIDLE st eine reduzierte Umgebung zum Entwickeln vopythonSkripten.
Es stellt einen interaktiven Modus und einen Editiermodus zur Vesigung. Der interakii-
ve Modus entspricht genau dem Verhalten des interaktiven Modusn python Innerhalb
des Editors wird die wohl am lu gsten genutzte Funktion Run module sein, die mit
dem Tastenkirzel [F5 verknepft ist. Eine weitere sehr hilfreiche Funktion ist die auto-
matische Vervollsandlgung Sie kann zu jeder Zeit mit der Tastenkombination[CuT] +
[—____| aufgerufen werden und zeigt eine Liste mit Vorsahgien zum Vervollsandigen
an. Angenommen, der Buchstab@ wurde geschrieben, dann sind die Vors@de der
IDLE pow print und property .

1.2.5. Das erste Python-Skript

Als Visitenkarte einer Programmiersprache kann man das in ihr geseétbene Programm
mit dem Titel Hello World verstehen. Dieses Programm besteht meist aus wenigen
Zeichen und seine Aufgabe ist nichts anderes, als nacheinander decdenH e, |,

8 ,The Fink project wants to bring the full world of Unix Open Source software to Darwin and Mac
0OS X\

9, Cygwin is a Linux-like environment for Windows.\

10Falls sie noch nicht mit .py enden.



1. Einleitung

Abbildung 1.2.: Dasintegrated development environment fgoythonim interaktiven Mo-
dus. Hier wurden Zwei Befehle ausgtiirt (der bunte Text).

| usw, oft gefolgt von einem Ausrufezeichen, auf einem Bildschirm edmittels eines
Druckers oder einer Mhmaschine oA. zu visualisieren. Dieses Programm kann einen
Einblick in die Syntax der verwendeten Programmiersprache vermitteln, oder aber als
Prefstein fur den Compiler oder Interpreter herhalten. Dies wollen wir jetzt amand von
python durchfehren. Der pythonBefehl, der #ir die Ausgabe verantwortlich ist, lautet
print , obgleich wir die Ausgabe auf einem Bildschirm erhalten werdeAhnlich wie
Unix-Befehle, ist diesem Befehdiber ein Argument mitzuteilen, was er zu tun hat. Ohne
Argumente gibt print nur eine leere Zeile aus, und auch sonst alles, was wir ihm als
Argumente, geben\. DapythonBuchstaben zumchst als Teile von bedeutungstragenden
Namenverstehen nochte, meissen wir, wann immer wir ein Zeichen buchablich meinen,
dieses in Aneihrungszeichen einfassemython unterscheidet nicht zwischen" und ',
jedoch muss man sich jeweil2f eine Sorte entscheiden.

Mit der Information, dass Argumente vom Befehl und untereinaner schlicht mit
Leerzeichen getrennt werden,eénnen wir bereits Zeile 1 in Listing 1.1 als Hello-World-
Programm identi zieren.

1 "HY e I UM o™ Mt W o't It dt

Listing 1.1: Hello World: Variante 1

Hat man noch im Hinterkopf, wie toll python eigentlich sein soll, so ahnt man schon,
dass man dies auch lesbarer formulieren kann { wie in Listing 1.2.

1 "Hello World!"

Listing 1.2: Hello World: Variante 2

Zusammenfassendénnen wir dem Hello-World-Programm also entnehmen, dagy-
thonden Befehlprint versteht und dass Anéihrungszeichen eine syntaktische Bedeutung
haben. Wer sich noch an 1.1.2 erinnern kann, der hat jetzt schon emHello-World-
Programmme gesehen.
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2. Elementare Datentypen

Aus der Mathematik ist uns der Begri der Variablen bereits bekannt. Dort werden
Variablen im Sinne von Platzhaltern #ir unbekannte Werte verwendet. Anstelle eines
festen Zahlenwerts werden etwa Symbole wie a, oder geschrieben. Durch die
Verwendung von Buchstaben als Platzhalter lassen sich Gleichungenmulieren. Werte,
die sich anstelle der Variablen einsetzen lassen, so dass eine Gleictarfegit ist, hei en
Lesungen dieser Gleichung. Vor demelsen der Gleichung sind diese Werte unbekannt.
Im Gegensatz hierzu bezeichnet eine Variable in der Informatik, gaer, im Kontext
der Programmierung, einen bestimmten Speicherbereich, in demdnhationen abgelegt
werden lonnen. Ein solcher Speicherbereich kann sowaddlesenals auchbeschrieben
werden. Eine Variable hat also eineNamen (auch Bezeichnel) und einenWert. Mechte
man einen Speicherbereich, der einen Namemgt, mit Daten fellen, so ist es angesichts
der Tatsache, dass ein Computer nur Wter aus Nullen und Einsen speichern kann,
zweckna ig, festzulegen, wie diese \Wfter zu interpretieren sind. Es wird also noch der
Typ der Variablen festgelegt. Von technischen Einsalnkungen abgesehen, kommen als
Typ Ganzzahl(engl.: integer), Gleitkommazahlen(engl.: oat ), oder auchZeichenkette
(engl.:string) in Frage. Ebenso ist es mglich, Datentypen selbst festzulegen. Eadst sich
also das in Abbildung 2.1 gegebene Schema zur Beschreibung einera\#e festhalten.

Name Typ Wert

Abbildung 2.1.: Schematische Darstellung einer Variable alEipel bestehend aus den
KomponentenName Typ und Wert

Wie bei vielen interpretierten Programmiersprachen wird bgbythondie Typisierung
implizit vorgenommen. Das bedeutet, dass der Interpreter { nicht derr@grammierer {
zu entscheiden hat, welchen Typ eine Variable innehaben soll. Auch ssuderpython
Programmierer dem Interpreter die Namen von Variablen nicht ankndigen. Ein Name
wird zum Namen einer Variablen, sobald einguweisungstatt ndet, das ist eine Zeile,
die dem Schema in Listing 2.1 entspricht.

1 <Name> = <Ausdruck>

Listing 2.1: Schematische Darstellung zum Erzeugen einer Variablepgthon

Man beachte, dass wir Platzhalter in spitze Klammern setzen. Dies&forgang nennt
man in python auch die Erzeugungeiner Variablen. Wird hier ein Name verwandt, der

11



2. Elementare Datentypen

bereits vergeben wurde, so wirdython{ falls notwendig { eine weitere Variable vom ent-
sprechenden Typ erzeugen. Dieser neuen Variablen wird sodanm Name ebertragen.
Dies ndet im Programm in Listing 2.2 statt.

1 X
2 X

ngn
1

Listing 2.2: Recycling von Namen

Aus Listing 2.1 wird ersichtlich, dass das aus der Mathematik bekammtGleichheits-
zeichen zweckentfremdet wird. Der Interpreter liest von rechtsach links: Zuerst wird
der Ausdruck ausgewertetdann wird ein geeigneter Speicherbereich mit dem Namen
und dem erforderten Typen versehen und beschrieben. Der Weiner Variablen wird
ausgelesen und verarbeitet, sobald ihr Name in einem Ausdruck (wieder zweiten Zeile
von Listing 2.3) auftaucht. Man beachte, dass Namen von Variablexhnlich wie Namen
von Dateien in 1.1.3 nicht eindeutig zu sein brauchen. Der Rolle, die begrdVerwal-
tung von Dateien die Verzeichnisse spielen, entspricht bei der Pragimierung die der
Gultigkeitsbereiche(engl.: scope$. Wir werden hierauf in 4.4 kurz eingehen.

b
a

1 a
2 C

Listing 2.3: Auslesen einer Variablen ipython

1 <Name> = <Ausdruck>

Listing 2.4: Schematische Darstellung zum Erzeugen einer Variablepgthon

Im Folgenden werdenbuilt-in -Datentypen, das sind die Typen, die inpython fest
integriert sind!, und zugelorige Operationen vorgestellt.

2.1. Boolean

Die kleinste informationstragende Einheit ist dasBit. Es kann genau zwei Zusinde
annehmen. Je nach Kontext werden diese Zwstde 1 und O, Wahr und Falsch oder
High und Low oderahnlich genannt. Inpythonwerden sie mit den Konstantensymbolen
True und False verkerpert und sind vom Typ bool. Die Erzeugung zweier boolescher
Variablen (die _Sonnescheint , es_regnet) ist in Listing 2.5 gegeben.

1 die_Sonne_scheint = True
2 es_regnet = False

Listing 2.5: Erzeugung zweier Variablen vom Tygbool

lim Gegensatz zu Datentypen, die durch Erweiterungen bereitgesilt werden

12



2.1. Boolean

A | B |Aand B
False | False| False
False| True False
True | False| False
True | True True

Abbildung 2.2.: Wahrheitstafel der Konjunktion (and)

H ==False \ A==True
B==False False False
B==False False True

Abbildung 2.3.: Wahrheitstafel der Konjunktion

2.1.1. Konjunktion und Disjunktion

Die Konjunktion (der Und-Operator) verkneipft zwei boolesche Variablen { z.BAund B

{ miteinander nach der Regel|,Das Ergebnis hat den booleschen Weiftrue genau dann,
wenn beideOperanden{ die Argumente fer den Operator { ebenfalls den booleschen
Wert True haben\. In pythonnotiert man die Konjunktion der Werte von A und B als
A and BEinen Operator, der auf diese Weise Werte miteinander verkpft, nennt man
binaren In xoperator : ,Binan, da er genau zwei Argumente nimmt, und,In x-\, weil

er zwischen die Argumente geschrieben wird.

Mit Hilfe einer Wahrheitstafel kann der Wert des Ausdruckes illustriert oder festgelegt
werden. Hier wird eine vollsandige Liste der noglichen Belegungen in einer Tabelle
aufgeschrieben, inklusive eine Spalteurf den Wert der logischen Verkmpfung von A
und B (siehe auch Abbildung 2.2). Eine weitere Variante einer Wahrheitstalf zeigt die
Abbildung 2.3.

1 die_Sonne_scheint es_regnet

Listing 2.6: Konjunktion zweier Variablen vom Typ bool

Die Disjunktion (der Oder-Operator) verknepft boolesche Variablen miteinander nach
der Regel, Die Disjunktion hat den booleschen Wer{True genau dann, wenn einer der
Operanden den booleschen Weiftrue hat\. In python notiert man die Disjunktion der
Werte von Aund BalsA or B Abbildung 2.4 zeigt hiertir eine Wahrheitstafel.

A | B |AorB
False | False| False
False| True | True
True | False| True
True | True True

Abbildung 2.4.: Wahrheitstafel der Disjunktion (or)
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2. Elementare Datentypen

1 die_Sonne_scheint es_regnet

Listing 2.7: Disjunktion zweier Variablen vom Typbool

2.1.2. Negation

Die beiden WerteWahr und Falschgehen durchNegationineinanderuber. Die Negation
wird in pythondurch das Schdisselwortnot realisiert. Sie negiert den booleschen Wert
des Ausdruckes, auf den sie angewandt wird. Das folgende Codagiment verwendet
die beiden oben de nierten Variablerdie _Sonnescheint und es_regnet und weist sie
einer neuen Variablen zu und negiert diese schlie lich.

1 regenbogen_moeglich = die_Sonne_scheint es_regnet
2 regenbogen_unmoeglich = regenbogen_moeglich

Listing 2.8: Verknepfung und Negation boolescher Variablen und Literale

Das not bezieht sich nur auf einen einzigen Operanden und wird deshalb alwmrer
Operator bezeichnet.

2.2. Integer

Die Sprachepythonstellt den elementaren Datentypint zur Verfugung, der es erlaubt,
ganze Zahlen (engl.integers) zu verwalten. Die Zuweisung einer ganzen Zahl folgt den
Regeln, die in Listing 2.1 veranschaulicht werden.

1 meaning_of life = 42

Listing 2.9: Zuweisung einer ganzen Zahl

Fur den Datentypint stehen diesblichen In xoperatoren +, -, * und/ zur Verfegung.
Zur Vorrangregulierung verwendepythordie runden Klammern() . Hinzu kommen noch
einige weitere Operatoren und Funktionen, die im Folgenderaher betrachtet werden.

2.2.1. Grundrechenarten

Wie bereits ervahnt, folgen die Grundrechenarten und die Klammerung der gewadien
Notation. Zur Vervollstandigung sei hier ein Beispiel gegeben.

2

1 a
2 b 4

3 C 23

4 summe = a+b
5

6

differenz = c-a
produkt = b*c

14



2.2. Integer

7 quotent = b/a
s irgendwas = a*c - b/(b-a) -a

Listing 2.10: Beispiele éir den Gebrauch von Grundrechenarten

2.2.2. Division und Modulo

Bei der in Listing 2.10 verwendeten Division handelt es sich immer um eiganzzahlige
Division. Etwas anderesadsst sich mit dem Datentyp Integer auch auch nicht realisieren.
Die nicht-ganzzahlige Division wird erst mit dem in Abschnitt 2.3 eingehrten Typ
float ermeglicht. Bei einer Division, die nicht aufgeht, wird daher der Nachkomaanteil
abgeschnitten. Wird also zum Beispie23 durch 2 geteilt, so ist das Ergebnis nichtl1.5,
sondernll.

Der Rest bei Division der ganzen Zahd durch eine positive Zahlm ist in pythonder
Wert des Ausdrucksa % mDiese Operation hei t Modulo-Operation. Bei der Modulo-
Operation handelt es sich also um einehinaren In xoperator. In python wird dieser
Operator wie folgt verwendet.

1 rest_der_ganzzahligen_division = a % m

Listing 2.11: Der Modulo-Operator inpython

2.2.3. Potenzen

Eine weitere wichtige Funktion ist diePotenzfunktion In pythonsteht diese wie in Listing
2.12 beschrieben zur Vesigung.

1 # a ist eine Zahl ungleich Null
2 quadrat = a**2
3 invers = a**-2

Listing 2.12: Berechneta? und sein multiplikatives Inverses

2.2.4. Vergleiche

Au er mit ihnen zu rechnen, lassen sich Zahlen ordnen. Diese Ordrgbasiert auf dem
Vergleich ihrer Werte und so ist es nicht erstaunlich, dass es auch eilleglichkeit gibt,
Vergleiche beim Programmieren durchzehiren. Das Ergebnis eines solchen ist vom Typ
bool . Es sagt also aus, ob der Vergleich zutri t oder nicht. Mgliche Vergleichsoperatoren
sind in Listing 2.13 gegeben.

1a == # a ist gleich b

2al=b # a ist ungleich b

sa>b # aist echt gesser als b
saa<b # aistecht kleiner als b
sa =>Db # a ist gmesser oder gleich b

15



2. Elementare Datentypen

s a <=b # a ist kleiner oder gleich b

Listing 2.13: Verschiedene Vergleiche ipython

2.3. Float

Mit ganzen Zahlen lassen sich viele Dinge errechnen, aber bei der Donswurde schon
ersichtlich, dass mindestens ein weiterer Datentyp betigt wird, um beispielsweise das
zu erwartende Ergebnis von 22 darstellen zu lennen. Um dieseGleitkommazahlen
(engl.: oats) geht es in diesem Abschnitt. Die meisten Operationen folgen dem gdw-
ten Schema und sind identisch zu ihrer Verwendung mit Zahlen vom Tyipt . Notiert
werden sie inpython gema der angloamerikanischen Notation éir Zahlen mit einem
.\ als dezimales Trennzeichen. Um nun auf das gewohnte Ergebnis tder Division zu
kommen, muss der Dividend oder der Divisor vom Tyfloat sein.

1 23/2 # 11

2 23.0/2.0 # 11.5
3 23.0/2 # 115
4 23/2.0 # 115

Listing 2.14: Verschiedene Divisionen ipython

Um sicher zu gehen, von welchem Typ eine Variable istadst sich in python die
built-in  -Funktion type verwenden.

1a=>5

2 b =05.0

3 type(a) # <type 'int'>
4 type(b) # <type 'float'>

Listing 2.15: Verwenden der Funktiontype in python

2.3.1. Ganzzahlige Division

Der Abschnitt 2.2.2 bezog sich auf die Division ganzer Zahlen, die immeane ganze
Zahl liefert, und mit Zahlen vom Typ Integer lasst sich auch nichts anderes darstel-
len. Anders verlalt es sich jetzt mit den Zahlen vom Typfloat . Diese besitzen einen
Nachkommaanteil Um auch solche Zahlerganzzahligzu teilen, gibt es einen weiteren
Divisionsoperator. Der Operator der ganzzahligen Divisioruf Gleitkommazahlen wird
in pythonmit // symbolisiert. Soll die GleitkommazahR3.0 durch 2.0 ganzzahlig ge-
teilt werden, so ksst sich das inpython wie in Listing 2.16 realisieren. Aber Vorsicht:
Die ganzzahlige Division hat nichts mit Runden zu tun!

1 ergebnis = 23.0 // 2.0 # 11.0

Listing 2.16: Verwenden der Ganzzahligen divisath in python
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2.4. Zeichenketten

Typumwandlungen

Das Ergebnis einefloat -Division ist stets vom Typ float . Interessiert man sich nur ér
die Stellen vor dem Dezimaltrennzeichen, odereuhte man nur diese speichern, so kann
man unter dem erwarteten Informationsverlust die Gleitkommazdhn eine Ganzzahl
umwandeln (engl.: to cast). In python geschieht diese Konvertierung durclt/bergabe
eines Wertes an eine Funktion, die den gleichen Nameragt, wie der Typ, in den man
umwandeln will:

1 int(23.5) # gibt 23 aus
2 float(123) # gibt 123.0 aus

Listing 2.17: Verwenden von Typumwandlungen ipython

2.3.2. Built-In-Funktionen

Eine Funktion, die fest in den Interpreter eingebaut ist, hei teingebaute Funktionlengl.:
built-in function ). Eine Built-In-Funktion steht jederzeit, unabhangig von geladenen Mo-
dulen, zur Verfugung. Neben den bereits vorgestellten Operatoren und Funktien gibt
es einige hilfreiche Built-In-Funktionen, die sich nachstehend aulgget nden und so-
wohl fur Variablen vom Typ int als auch #r Variablen vom Typ float de niert sind.

abs(x)
Gibt den Betrag jxj der Zahl x zureick.

max(a,b)
Gibt den gre eren der beiden Wertea, b zureck.

min(a,b)
Gibt den kleineren der beiden Wertea, b zureck.

round(x, n)
Gibt den auf n Nachkommastellen gerundeten Wert vox zureick.

Im Modul math nden sich weitere mathematische Funktionen, etwa zum Berechne
des Sinus, Cosinus oder Logarithmus. Verwendesaskt sich das Modulimath nach dem
Aufruf von import math. Ein vollstandige Liste zu den dort enthaltenen Funktion ndet
sich in der python-Dokumentation (http://docs.python.org/library/math.html).

2.4. Zeichenketten

Neben Wahrheitswerten, Ganz- und Gleitkommazahlen gibt es aucimen Datentyp zur
Darstellung von Zeichen undZeichenketten den Datentyp String (str ). Die technische
Umsetzung der Zeichenremsentation basiert auf einer Tabelle, die Zeichen Zahlen zu-
ordnet. Die am weitesten verbreitete Zeichentabelle heiASCII 2. Dies ist eine Tabelle,

2American Standard Code for Information Interchange
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2. Elementare Datentypen

die ursprenglich aus 128 Eintmgen (7 Bit) bestand, jedoch bald zu einer Tabelle mit
256 Eintragen (8 Bit) erweitert wurde. Mittlerweile ist der UTF38-Code weit verbreitet.
Er unterstutzt acht, 16 oder 32 Bit pro Zeichen und kann damit bis zu 1114112
chen verwalten. DiepythonSyntax erlaubt mehrere Mbglichkeiten, Variablen vom Typ
str anzulegen. Generell handelt es sich um eine in Airungszeichen eingefasste Zei-
chenkette. Python erlaubt einfache , doppelte ", dreifach einfache™ oder dreifach
doppelte "™ Anfehrungszeichen zum Deklarieren eines Strings. Wichtig ist, dass ein
String nur mit derselben Sequenz von Amhrungsstrichen abgeschlossen werden kann,
mit der er auch eingeleitet wurde.

1 ein_string = 'Zur Kreuzigung links rum. Jeder nur EIN Kreuz!
2 noch_einer = "And now for something completely different: ..."
3 langer_str = "™Ich bin nicht der "Messias"!

4+ Wardet ihr mir bitte zuheren!™

5
e letzer_str = "™ Ich mechte eine Frau sein.
7 Ich mechte, dass ihr...

s dass ihr mich von jetzt an 'Loretta’ nennt.""

Listing 2.18: Gelltige Zuweisungen von Strings irpython

Wie aus Listing 2.18 ersichtlich wird, liegt der Vorteil der dreifach eindassten Strings
darin, dass sich in ihnen Andihrungszeichen verwenden lassen. Ebenso werden die Zei-
lenumbreche erfasst und mit ausgegeben, beispielsweise mit einem Aufruf yarint .
Alternativ lassen sich Zeilenumbache in jedem String mit derEscape-Sequenm fest-
legen. Eine vollsandige Liste der inpython zulassigenEscape-Sequenzemdet sich in
der Dokumentation docs.python.org/reference/lexicalnalysis.html.

Weitere Operationen sind

+ (Konkatenation) hangt zwei Strings hintereinander, etw:
"Text"+ "noch ein text"

<Zeichenkette>.isalpha()
True, wenn der Text nur aus Buchstaben besteht

<Zeichenkette>.isdigit()
True, wenn der Text nur aus Zi ern besteht.

<Zeichenkette>.split(<Trenner>)
bricht die Zeichenkette an dem angegebenen Trenfidengl.: delimiter) auf, und
gibt eine Liste der resultierenden Teilzeichenketten zuck.

join([lTl’lel’lXI’ltl])
fugt die Elemente einer Liste zu einem String zusammen.

3UCS Transformation Format
4Eine Zeichenkette.
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2.5. Listen
chr(i) gibt einen String der Lange eins mit dem zu zugelorigen ASCII-Zeichen
zureck.

ord(c) gibt die Ordnungsnummer des Zeichens in der verwendeten Zeichenta-
belle zurick.

Fur einen vollsendigen Uberblick bietet sich neben der Dokumentation ein Aufruf
der pythonHilfe an: help(str) oder z.B. help(")

2.5. Listen

Eine sehr gro e Rolle spielt inpython der Datentyp list . Er speichert eine sortierte,
endliche Liste von Referenzen auf Variablen oder Konstanten. Eihéste wird in Listing
2.19 initialisiert.

ta=1
2 b = "siebzehn"
3 liste = [ a, True, b, 5]

Listing 2.19: Der Listentyp in python{ Initialisierung

Es ist meglich, Listen mit dem bimaren Operator+ aneinanderzuketten. Auch ist es
meglich, Elemente an eine vorhandene Liste anzahgen (engl.: append). Dies geschieht
durch den direkten Aufruf der der Liste zugebrigenappendFunktion. Man beachte, dass
letztere die Liste verlingert { es wird keine neue Liste mit den entsprechenden Eisigen
erstellt. Die Funktion len, angewandt auf eine Liste, gibt deren énge zueick. Zugri
auf Elemente der Liste ndet durch Anhangen einer Zellennummer in eckigen Klammern
an den Listennamen statt.

liste = [1,2]

noch_eine_liste = liste + [ 3, 4 ] # neue liste wird erstellt
noch_eine_liste.append(5) # verandert noch_eine_liste

len (noch_eine_liste) # liefert 5

noch_eine_liste[0] # liefert 1

noch_eine_liste[1] # liefert 2

noch_eine_liste[-1] # liefert 5

noch_eine_liste[-2] # liefert 4

o N o g~ W N B

Listing 2.20: Der Listentyp in python{ Operationen label

Auch hier ist die Lekture der pythonDokumentation oder der durch
ausgegebenen Kurzreferenz empfehlenswert.
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3. Ein- und Ausgabe

Im Folgenden soll darauf eingegangen werden, wie mangython Programme schreibt,
die auf Dateien zugreifen.

3.1. Lesen und Schreiben von Dateien

Dateien lassen sichanlegen lesen schreibenund auch wiederleschen Ihr Lebenszy-
klus ahnelt also dem einer Variablen. Der Unterschied besteht darin, daBateien auch
nach dem Beenden eines Programms weiterhin bestehen, wohingedje in einer Varia-
blen gespeicherte Information verloren geht. Auch ipythonkennen Dateien manipuliert
werden: Die wichtigsten Befehle sindpen read, readlines , write und close . Einen
ersten Eindruck zum Umgang verscha en die nachstehenden Lisgs 3.1, 3.2 und 3.3

1 file = open( "dummy.txt" , r' ) # Offnen der Datei dummy.txt
2 print  file.read() # Lesen und Ausgeben des Inhaltes
s file.close() # Schliessen der Datei

Listing 3.1: Auslesen und Anzeigen einer Datei

1 file = open( "dummy.txt* , 't ) # Offnen der Dateli

2 lines = file.readlines() # Einlesen der Liste der Zeilen
s for line in lines:

4 print line # Ausgeben des Inhaltes

s file.close() # Schliessen der Datei

Listing 3.2: Auslesen und Anzeigen einer Datei (siehe Kapitel 4.2.3)

1 file = open( “/tmp/dummy.txt* , 'w') # Offnen/Anlegen der Datei
2 file.write(  "Romanes eunt domus) # Etwas in die Datei schreiben
s file.close() # Speichern der Datei

Listing 3.3: Editieren und Speichern einer Datei

Der erste Parameter des Befehlepen ist vom Typ str und bezeichnet den Pfad
inklusive des Dateinamens der Datei, die es munen gilt. Der zweite Parameter legt
den Modus fest, in dem die Datei genet werden soll. Python unterscheidet die Modi
r (read), w(write), a (append. Existiert die angegebene Datei nicht, wird versucht sie
anzulegen.

21



3. Ein- und Ausgabe

3.2. Benutzereingaben und -ausgaben

Neben den Dateien, die sich in unserem Dateibaum be nden, gibt escAunoch etwas
ungewshnlichere Vertreter. Die Rede ist vonStandardeingabe(engl. standard input),
Standardausgabéengl. standard outpud, und der Standardfehlerausgabgengl. standard
error). Diese, Dateien\ dienen einem Programm zur Kommunikation mit der Au enwelt
Python stellt hierzu im Modul sys die drei Dateideskriptorenstdin , stdout und stderr
zur Verfagung. Diese verhalten sich wie Deskriptoren von gewnlichen Dateien, die
zum Schreiben bzw. Lesen ganet wurden. Um das O nen und Schlie en kemmert sich
python
So gibt daspython Programm

1 import  sys
2 sys.stdout.write( "Ich spuck dir ins Auge und blende dich." )

dasselbe aus wie der folgende Code.

1 print  "lch spuck dir ins Auge und blende dich."

Viel interessanter ist an dieser Stelle jedoch das Einleseber stdin . Dies geschieht in
pythonmit input oderraw_input . Der Unterschied zwischen beiden Funktion ist, dass
raw_input immer einen Wert vom Typstr zureck gibt, wahrendinput immer versucht,
den Typ der Eingabe zu ermitteln und umzuwandeln. & den Fall, dass der Benutzer
nur Zahlen eingegeben hat, wird ein Wert vom Typnt oder float zureickgegeben.
Identisch sind die Parameter beider Funktionen. Der algrompt bezeichnete Parameter
ero net die M eglichkeit, bevor eine Eingabe vom Benutzer getigt werden soll, diesen
mit einem Au orderungshinweis darauf aufmerksam machen.

1 print "Wie alt bist du?”
2 alter raw_input ()
3 print "Du bist "+ alter + " Jahre alt."

Listing 3.4: Abfragen von Benutzereingaben ohngrompt

1 alter = raw_input ("Wie alt bist du?" )
2 print  "Du bist "+ alter + " Jahre alt."

Listing 3.5: Abfragen von Benutzereingaben miprompt

Die in Listing 3.4 und 3.5 dargestellten Programme sindquivalent d. h. sie tun das-
selbe. Es ist jedoch aus @Gnden derBbersicht Listing 3.5 der Vorzug zu geben.
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4. Kontrollstrukturen

Kontrollstrukturen nennt man Konstruktionen in Programmen, die den Ablauf des Pro-
gramms steuern. Die meisten Programmiersprachen erlauben z.Be @éxplizit bedingte
Ausfuhrung von Anweisungshbcken { eine Konstruktion, die der allaglichen Umgangs-
sprache entlehnt ist:Wenn du willst, dann kauf dir ein Eis. In pythonSyntax notiert
man dies wie in Listing 4.1.

1 eis_gewollt:
2 kaufe_eis()

Listing 4.1: Beispiel einenf -Kontrollstruktur

Wir nden also die Bedingungeis _gewollt und die bedingte Anweisundkaufe _eis() .
Listing 4.2 zeigt den allgemeinen Aufbau einaf -Kontrollstruktur. Man nennt ihn die
Syntax der Kontrollstruktur.

1 It <Bedingung>:
2 <Anweisungsblock>

Listing 4.2: Syntax derif -Kontrollstruktur

Ein Anweisungsblockst eine Liste von Befehlen. Diese wird ipythondurch eine nicht
leere Menge von Befehlen, die in Zeilen untereinander stehen und gieieit eingemrckt!
sind, dargestellt (engl.: toindent { einrecken).

Die Bedingung muss hier ein Ausdruck sein, der ausgewertet einen Wahrheitswert
liefert. Ist dieser True, so wird der Anweisungsblock ausgstfirt, sonst nicht.

4.1. Verzweigungen

Nun kennen wir die if-elif-else -Kontrollstruktur (Listing 4.3) in voller Pracht er-
klaren.

1 <Bedingung>:
> <Anweisungsblock>
3 <Bedingung>:

1Es sei darauf hingewiesen, dass das Eimcken mit Leerzeichen anstatt mit Tabulatorzeichen hilft,
potentielle Fehler zu vermeiden. Der Grund daéir verbirgt sich in der Tatsache, dass verschiedene
Programme, die zum Editieren der Texdateien eingesetzt werden, ioht sauber und exibel mit
Tabulatorzeichen umgehen lennen. Beharrt etwa ein solches Programm darauf, Tabulatoren inzu
andernden Zeilen stets durch vier Leerzeichen zu ersetzen, so dider Interpreter { trotz korrekt
erscheinenden Codes { fehlerhafte Eintckungen monieren.
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4. Kontrollstrukturen

4+ <Anweisungsblock>
5 .
s  <Anweisungsblock>

Listing 4.3: Syntax derif-elif-else -Kontrollstruktur

Wird die erste Bedingung alsTrue ausgewertet, so wird der nachfolgende Anweisungs-
block ausgedihrt. Nur, wenn die erste Bedingungralse ergibt, wird die Bedingung hinter
elif (kurz fur engl. ,else if\) ausgewertet. Ergibt dieselTrue, so wird der zweite Anwei-
sungsblock durchlaufen. Der dritte Anweisungsblock wird ausgsirt, falls alle Bedin-
gungenFalse ergeben. Die drei Anweisungsbtke werden in diesem Kontext auclf -,
elif -, und else -Zweig genannt. Man beachte, dasgython beliebig vieleelif -Zweige
zulasst. So lassen sich in #tize umfangreiche Fallunterscheidungen implementieren.

In Aktion k ennte die neu gelernte Konstruktion wie folgt aussehen.

x<0:
"Das Vorzeichen ist negativ"
x>0:
"Das Vorzeichen ist positiv"

o o~ W N P

"Die Zahl ist 0"

Listing 4.4: Ermittelt das Vorzeichen der Zahix mit Verwendung von elif

Alle mit elif -Anweisungen erzeugten Programme lassen sich auch mit dem reinen
if-else -Konstrukt umsetzen. Bei vielfachen Abfragen esht sich jedoch auch die Tiefe
der Einreckung, was schnell zu wbersichtlichem Code #ihrt. Daher sollte von elif
Gebrauch gemacht werden, wann immer es sich anbietet.

4.2. Schleifen

Neben den Verzweigungen bilden die Schleifen das zweite Standbein idgerativen
Programmierung. Generell werden drei Typen von Schleifen unsehieden, die im Fol-
genden anhand des Beispiels des Aafdens der ersten 100 Zahlen editert werden.

4.2.1. Vorprufende Schleifen

Hier steht die zu prifende Bedingung vor dem Schleifenrumpf. Folglich muss der Rurhpf
nicht ausgetihrt werden, falls sich die Bedingung bereits beim ersten Aufruf afalsch
herausstellt. In pythonwird diese Form mit dem Schdisselwortwhile eingeleitet.

1 <Bedingung>:
2 <Anweisungsblock>

Listing 4.5: Schematische Darstellung der vorpfenden Schleife

2python kennt die elegantereswitch -Anweisung leider nicht!
3So nennt man den Anweisungsblock einer Schleife auch.
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4.2. Schleifen

Der konkrete pythonCode zum Ausgeben der ersten 100 Zahlen unter Verwendung
der while -Schleife sieht wie folgt aus:

1

2 x<100:
3 X
4

X = X+1

Listing 4.6: Gibt die ersten 100 Zahlen mit Hilfe einer vorprfenden Schleifen aus

Wird x mit 100initialisiert 4, wird der Schleifenrumpf nie ausgehrt, da die Bedingung
x<100 nicht erfullt ist. Wird im Rumpf vers aumt x zu inkrementieren & = x+1), bricht
die Schleife nie ab, und das Resultat ist eine Endlosschleife.

4.2.2. Nachprufende Schleifen

Im Gegensatz zur vorpafenden Schleife wird der Rumpf der nachpfenden Schleife
mindestens einmal ausgehrt. In pythonist dieses Konstrukt nicht mit einem eigenen
Schhkisselwort belegt. In anderen Programmiersprachen wird die nackefende Schleife
meistens mit dem Schisselwort do oder repeat eingeleitet, worauf der Anweisungs-
block folgt, dem sich einwhile oderuntil mit der zu prefenden Bedingung anschlie t.
In python hingegen ésst sich eine nachpifende Schleife wie irListing 4.7 angegeben
improvisieren.

True:
<Anweisungsblock>
<Bedingung>:

A W NP

Listing 4.7: Schematische Darstellung der nachgfenden Schleife

Neu ist das Schdisselwort break. Es veranlasstpython die Ausfithrung der Schieife
abzubrechen. Neberbreak gibt es noch das Schisselwort continue . Mit continue
wird der pythonInterpreter angewiesen mit der mchsten Iteration fortzufahren. Wird
diesesbreak weggelassen, oder nie erreicht, weil zum Beispiel eine entspredeeWahl
fur die Abbruchbedingung getro en wurde, oder ein entsprechengplatziertes continue
im Wege steht, so resultiert daraus in beiden &ilen erneut eine Endlosschleife. Die
nachprifende Schleife bezieht inren Namen daher, dass das Abbruchkriterium anmde
des Schleifenrumpfesiberpreft wird. Das Ausgeben der ersten 100 Zahlen geschieht in
python zum Beispiel mit folgendem Code:

1

2 True:

3 X

4 X = x+1

5 x>=100:

4fangen wir also mitx = 100an

25



4. Kontrollstrukturen

Listing 4.8: Gibt die ersten 100 Zahlen mit Hilfe einer nachpifende Schleifen aus

Unter Verwendung einer nachpsfenden Schleife, die die Zahlen von 10 bis einschlie -
lich 20 ausgibt, Rsst sich inpython schreiben:

0
True:
X = X+1
x<10:

X
1

X
x<20:
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Listing 4.9: Gibt die Zahlen 10 bis einschlie lich 20 mit Hilfe einer nachpifenden
Schleifen aus

Mehr Sinn ergibt es,x gleich mit einem Wert von 10 zu initialisieren. Doch oftmals
liegen die Dinge nicht so o ensichtlich vor, weswegen Konstrukte wie ihisting 4.9
dargestellt durchaus in der Praxis anzutre en sind.

4.2.3. Zahlerschleifen

Der wohl am meisten verwendete Schleifen-Typ ist digahlerschleife Sie kommt im
Allgemeinen immer dann zum Einsatz, wenn eimdex® innerhalb eines bekannten Be-
reiches Gtartwert, Endwert) durchlaufen werden soll. Inpython lasst sich eine solche
Zahlerschleife schematisch wie folgt beschreiben.

1 Index range(<Startwert>, <Endwert>[, <Inkrement>]):
2 <Anweisungsblock>

Listing 4.10: Schematische Darstellung derehlerschleife

Neu an dieser Stelle ist der Befeltnge, mit dessen Hilfe sich der gemnschte Wer-
tebereich erzeugenelsst. Fur die ersten 100 Zahlen unter Zuhilfenahme einer Schleife
resultiert der folgendenpython Code:

1 X range(0, 100):
2 X

Listing 4.11: Gibt die ersten 100 Zahlen (ab 0) mit Hilfe einer &hlerschleife aus

Das in 4.10 angegebenakrement wurde in 4.11 weggelassen, da per defaultauf 1
gesetzt ist. Sollen hingegen alle Zahlen Bweierschritten zwischen 0 und 100 ausgegeben
werden so ennte das Fragment aus 4.11 zu

Sin den vorangegangen Beispielen war dies die Variabbe
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4.3. Funktionen

1 X range(0, 100, 2):
2 X

angepasst werden.

Zu beachten ist, daspythondie Menge der zu durchlaufenden Zahlen vorab generiert.
Daher ist esnicht meglich, den Wert der Index-Variablen x wahrend des Schleifen-
durchlaufes zu veandern, wie es bei dewhile -Schleife der Fall gewesen ist. Streng
genommen handelt es sich daher bei déar -Schleife nicht um eine &hlerschleife, son-
dern um einen lIterator, der die Elemente einer mittelsange erzeugten Liste aufahlt.
DasUberspringen mit Hilfe voncontinue oder Abbrechen durch einen Aufruf vororeak
ist jedoch auch bei Iteratoren uneingeschnkt meglich.

4.3. Funktionen

Ein Merkmal des imperativen Programmierens bilden die sogenanntEanktionen. Dar-
unter lasst sich ein mit einem Namen versehener Anweisungsblock verstetigeim Pro-
grammieren muss oft ein bereits gestes Problem erneut { an einer anderen Stelle im
Code { gebst werden. Der naive Ansatz wre es, das Codefragment, welches zuodung
des Problems gefhrt hat, an die betre ende Stelle zu kopieren. Daraus ergeben kic
jedoch Nachteile: Zum einen wird ein solches Programm schneller@rsichtlich, da es
aus wesentlich mehr Zeilen Code besteht. Zum anderen ist es schilechwarten. Ange-
nommen, es hat sich ein Fehler in dem kopierten Code-Fragment eiagaichen, so muss
dieser Fehler nicht nur einmal korrigiert werden, sonderaberall dort, wo das Fragment
eingekigt wurde.

Wie bereits oben erwhnt, lasst sich eine Funktion als ein mit einem Name versehener
Anweisungsblock au assen. Dies ist jedoch keine vollstdige Beschreibung, denn neben
dem Namen und dem Anweisungsblock kann eine Funktiaber eine beliebige Anzahl
{ durch Kommata getrennter { Parameter verfugen. Eingeleitet wird eine Funktion mit
dem reservierten Wortdef, gefolgt vom gewinschten Namen der Funktion. In runden
Klammern werden dieformalen Parameter der Funktion eingefasst. Bastigt die Funkti-
on keinen Parameter, so bleiben die Klammern leer. Der Deklaratioedteiner Funktion
wird mit einem Doppelpunkt abgeschlossen, dem sich (eingekt) der Anweisungsblock
der Funktion anschlie t.

1 Namé<Parameter>[, <noch ein Parameter>, ... ]):
2 <Anweisungsblock>

Listing 4.12: Schematischer Aufbau einer Funktion

Eine Funktion, die das Quadrat einer Zahh berechnet und auf dem Bildschirm aus-
gibt, kann in pythonwie in Listing 4.13 erzeugt werden.

1 gib_quadrat_aus (n):
2 "Das Quadrat von " + n + " ist " + n*n
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4. Kontrollstrukturen

Listing 4.13: Berechnet das Quadrat der Zaht und gibt dieses aus

Aufrufen lasst sich die Funktion zum Beispiel mitquadrat(5) . Sollen die Quadrate
der ersten 100 Zahlen ausgegeben werden, so kann man das z.Binseetzen:

gib_quadrat_aus (n):
"Das Quadrat von " + n +"ist " + n*n

i range(0, 100):
gib_quadrat_aus (i)

1
2
3
4
5

Listing 4.14: Berechnet jeweils das Quadrat der Zahlen von 0 bis 106dugibt dieseaus

Funktion kennen auch einen Rckgabewert besitzety ahnlich den aus der Mathema-
tik bekannten Funktionen. So liefert beispielsweise die Funktiosin(x) den Sinus einer
Gleitkommazahl x. DiesesZuruckliefern geschieht inpython mit dem Befehl return ,
gefolgt von demRuckgabewert

Um das Beispiel aus Listing 4.13 erneut aufzugreifeadst sich eine Funktion zum
Berechnen des Quadrates der Zahlals

1 quadrat (n):
2 n*n

Listing 4.15: Berechnet das Quadrat der Zaht und gibt dieseszur eick

schreiben. Analog dazu wird aus dem Beispiel aus Listing 4.14:

quadrat (n):
n*n

[ range(0, 100):
"Das Quadrat von " + i + " ist " + quadrat (i)

[ N N I

Listing 4.16: Berechnet die Quadrate der Zahlen von 0 bis 100 und githieseaus

4.4. Gultigkeitsbereiche

Der Gultigkeitsbereich (engl.: scopg einer Variablen ist der Bereich im Code, in dem
diese sich bei Nennung ihres Namens angesprochehltf Ein G eltigkeitsbereich ist {
ahnlich einem Anweisungsblock { eine Menge von Befehlszeilen, die in eafsestimmten
Zusammenhang stehen.

In pythonist dem Gulltigkeitsbereich einer Variablen besondere Aufmerksamkeit zu
widmen. Dies liegt an der Praxis der impliziten Typdeklaration: Die Mglichkeit, den
Gultigkeitsbereich einer Variablen manuell festzulegen, scheidet au3aher muss der
Interpreter mittels eines komplexen Regelwerks ableiten, was derdgrammierer wohl

8In manchen Programmiersprachen werden Funktionen ohne Bckgagebwert auch als Prozeduren be-
zeichnet.
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4.4. Gultigkeitsbereiche

gemeint hat. Dieses Regelwerk sprengt den Rahmen dieses Skripgdoch wollen wir
hier anhand eines Beispiels in Listing 4.17 eglichen Kopfschmerzen vorbeugen.

def tuwas(c):
a=2
print
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w0 print "a vor tuwas:"
u print "b vor tuwas:" |,
12 print "¢ vor tuwas:"
13 tuwas(c)

14 print "a nach tuwas:" ,
15 print "b nach tuwas:" ,
16 print "¢ nach tuwas:" ,

a in tuwas:”
print "b in tuwas:"

print  "c in tuwas:"
c[0]=2

a=1

b=1

c = [1]

(op

a
b
c

Listing 4.17: Kopfschmerzen?

Wir haben es hier mit zwei Guiltigkeitsbereichen zu tun. Einer ist innerhalb der Funkti-
ontuwas, einer au erhalb. Welche Variablen sich der Interpreter in jedem eielnen Fall
ausgesucht hat, erkennt man am besten an der Ausgabe des Pangms in Abbildung

4.18.

a vor tuwas: 1
b vor tuwas: 1
c vor tuwas: [1]
a In tuwas: 2
b in tuwas: 1
c in tuwas: [1]
a nach tuwas: 1
b nach tuwas: 1
¢ nach tuwas: [2]
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Listing 4.18: Ausgabe des Programms
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5. Rekursion und Iteration

Ein Programm, das ein Problemést, so wie ein Backrezept einen Kuchen backt, nennt
man einenAlgorithmus. Kleine Algorithmen habt Ihrin z.B. in den Listings 4.8, 4.9, 4.11,
4.2.3, 4.14 und 4.16 kennengelernt. Bei den bislang beschriebeneroAilgmen handelt
es sich umiterative (iterare (lat.) { wiederholen) Implementierungen: Es wird expli-
zit festgelgt, unter welchen Bedingungen oder wie oft ein Anweiswsigock durchlaufen
werden soll.

Mit Hilfe von Funktionsdeklarationen kann man den Programmcode &dher Algorith-
men zusammenfassen und mit einem Namen versehen. So kann man Zdlle eines
langen Programms in Funktionen auslagern. Das ist sehmizlich, um Programme
ebersichtlich und modular zu halten. Funktionsdeklarationen @ nen aber noch eine
weitere Meglichkeit: Im Anweisungsblock einer Funktion kann die Funktion selbsauf-
gerufen werden. So ist also eglich { ahnlich wie mit Iteratorschleifen { die wiederholte
Ausfehrung von Anweisungen zu veranlassen. Dieses Prinzip nennt siékursion Der
Begri Rekursion (recurrere (lat.) { zureckkehren) benennt das Zwckkehren in die
Zeilen, die soeben schon ausgéft wurden. Um hieraus einen praktischen Nutzen zu
ziehen, mussen wir zumchst ein Problem formulieren, dessenelsung wir dann als Re-
kursion in pythonimplementieren werden.

5.1. Fakultat und Matrikelnummern

Stellen wir uns vor, wir wollen 50 Neulingen die Matrikelnummern 1-50 ztanen. Wie-
viele Meglichkeiten gibt es hiereir? Legen wir einfach los! Wir nehmen uns einen Neuling
und geben ihm die 1. Wir rechnen nach, dass jetzt noch 49 Nummenn \zergeben sind.
Aber was, wenn wir einen anderen Neuling gehlt hatten? Dann waren auch 4%brig
geblieben. Egal, welche der 50 eglichen Wahlen wir getro en haben, es bleiben im-
mer 49 Nummernelbrig. Wir sehen also, dass es 50 Mal sovieleolylichkeiten gibt, die
50 Nummern zu vergeben, wie es églichkeiten gibt, 49 Nummern an 49 Neulinge zu
vergeben. Ebenso liegt nahe, dass es fdie Vergabe vonx Nummern x Mal soviele
Meglichkeiten wie #ir die Vergabe vonx 1 Nummern gibt. Aber halt! Haben wir keine
Nummer zu vergeben, soeft uns diese Rechnung in die Verlegenheit, 1. Nummern
vergeben zu massen. Vor dem Anwenden unserer Rechenregel bedarf es eiraiuRter-
scheidung. Da wir Funktionen und Fallunterscheidungen bereits pythonauszudericken
wissen, gelingt es, diesBberlegung in Binf Zeilen wie in Listing 5.1 darzustellen.

1 f(n):
2 n<=1:
3 1
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5. Rekursion und lteration

4 n* f(n-1)
5 "Es gibt* , f(50), "Maeglichkeiten"

Listing 5.1: Rekursive Berechnung der Fakuétt n in python

Die Funktion f nennt man Fakultat (engl.: factorial). Sie ist auch unter ihrem engli-
schem Namen bereits ipythonverfegbar

Ein Aufruf von f(n) wird also den Interpreter veranlasserf(n-1) auszuwerten, falls
der Wert von n gro genug ist. Liefert der Ausdruckn<=Q so ndet kein weiterer Aufruf
von f statt. Man nennt diesen Ausdruck dasAbbruchkriterium.

Das Abbruchkriterium der Rekursion entspricht in etwa der Schleifdbedingung in
Kapitel 4.2. In der pythonWelt gibt es jedoch einen nicht unwesentlichen Unterschied:
Jedes Mal, wenn der Interpretef aufruft, muss er sich merken, wo er herkam, um zum
Beispiel mit dem Befehlreturn an die richtige Stelle zueckspringen zu lennen. Das
fur diesen Mechanismus zuahdige Gedchtnis des Interpreters nennt man derstapel
(engl.: stack). Treibt man es zu weit mit der Tiefe der Rekursion, so ist dieser Stap
voll und der Programmablauf wird au erplanma ig beendet. Mit jedem Funktionsaufruf
werden Daten auf den Stapel gelegt (engl.: push) und nach eineeturn wieder herun-
tergenommen (engl.: pop). Dies ist in Abbildung 5.1 illustriert. Wird das Abruchkrite-
rium nie erreicht, werden sandig neue Eintmge auf den Stapel gelegt, solange bis kein
freier Speicher zur Vemigung steht. Es kommt zu dem oben emhnten Fehler, einem
Stapetbberlauf (engl.: stack over ow).

Zum Vergleich geben wir in Listing 5.2 auch ein Programm, welches die Fdiat
iterativ berechnet an. Man beachte, dass diesem Algorithmus niclairekt anzusehen
ist, dass er dasselbe implementiert, wie der in Listing 5.1. Dies liefert eirbeliebte
Ubungsaufgabe.

1 f(n):

2 n<l:

3 1

4 tmp =1

5 i range(l, n+1):

6 tmp = tmp * |

7 tmp

8 "Es gibt* , f(50), "Maeglichkeiten"

Listing 5.2: Iterative Berechnung der Fakulat

Sieht man von der Problematik des Stapels ab, so besteht der Urgehied zwischen
Iterationen und Rekursionen darin, dass rekursiv formulierte Pldemlesungen besser die
Struktur des Problems wiederspiegeln. Sie sindat g leichter zu lesen als ein iterativer
Ansatz, da zur Lesung verwendete Zwischenergebnisse im Programmcode erkannb
sind.

I!Nachdem einfrom math import factorial ausgesihrt wurde.
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f(1)
f(2) f(2)
f(3) f(3) f(3)

(a) Aufruf der Funktion (b) erzeugt einen Aufruf (c) erzeugt einen Aufruf

f mit dem Wert 3, der Funktion f mit dem der Funktion f mit dem

Wert 2, Wert 1,
1
f(2) 2
f(3) f(3) 6

5.2. Fibonacci und die Kaninchen

(d) f(1)

gereigt dem (e) Daher ergibt sich fur (f) Und schlie lich wird

Abbruchkriterium  und f(2) ein Wert von 2 f(3) zu 6 ausgewertet
ergibt den Wert 1.

Abbildung 5.1.: Verlauf desStapelsfur einen Aufruf der rekursiven Funktionf zur Be-
rechnung der Fakul&t von 3

5.2. Fibonacci und die Kaninchen

Kaninchen vermehren sich { wie die Hasen. Dies ist auch Leonardo Fitawci im 13.
Jahrhundert aufgefallen. Er wollte sodann wissen, wie viele Kaninah@ach einem fes-
ten Zeitraum vorhanden sind, wenn man mit einer bestimmten Anzaldnfangt. Fibo-
nacci hat dies anhand einfach gestrickter Kaninchen untersuéntSeine Kaninchen sind
unsterblich und produzieren ab ihrem zweiten Lebensmonat monatii@in weiteres Ka-
ninchen. Nur das Urkaninchen materialisiert sich spontan zu Beginred ersten Monats.

Wir eberlegen uns, dass im ersten Monat also genau ein Kaninchen exittien zwei-
ten Monat gibt es ein weiteres, da das Urkaninchen inzwischen einesvgrfen hat. Wir
eiberschlagen, dass die Anzahl der Tiere in einem Monat unserer Walie Summe der
Kaninchenanzahl im Vormonat und der Anzahl der Kaninchen, die ziMonatsbeginn
hinzugekommen sind, sein muss.ef die hinzukommenden waren aber gerade die hin-
reichend alten Kaninchen verantwortlich, das sind genau die, die im K@rmonat schon
da waren.

Zusammenfassend mssen wir also die Kaninchenzahl vom Vormonat mit der Kanin-

2Wir wollen die Geschichte etwas vereinfachen, um leichter das Wesedithe zu erkennen.
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5. Rekursion und lteration

chenzahl vom Vorvormonat addieren, um die Kaninchenpopulatiorires Monats zu be-
rechnen. Wieder pasentieren wir einpythonProgramm, das diese Rechnung duraitrt,
und wieder mussen wir bei kleinen Zahlen etwas vorsichtig sein.

1 def anzahl_kaninchen(monat):

2 if  monat<1:

3 return 0

4 if  monat=1:

5 return 1 # das Urkaninchen

6 return anzahl_kaninchen(monat-1) + anzahl_kaninchen(monat-2)

7

s print  "Im vierten Monat gibt es" , anzahl_kaninchen(4), "Kaninchen."

Listing 5.3: Anzahl der Kaninchen im vierten Monat
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6. Laufzeit

6.1. Maximum nden

Stellen wir uns vor, wir haben eine Liste von Zahlen und interessieremsaifur eine
gre te darin enthaltene Zahl. UnserProblemist also das Au nden der Zahl, die sich im
Vergleich mit den anderen Zahlen unserer Liste jeweils als nicht kleinemnveist.

Python stellt eine Funktion zur Verfegung, die hieréir eine Losung implementiert, wie
das Beispiel 6.1 illustriert.

1 meine_liste = [1, 5, 2, 1, 6, 5]
2 loesung = max(meine_liste)
3 loesung

Listing 6.1: Maximum berechnen mitpython

Jetzt wollen wir aber wissen, wie lange ein Computer besdtigt ist, bis er die Lesung
ermittelt hat. Hierzu messen wir unser Programm aus Befehlen zusammensetzen, von
denen wir genau sagenennen, wie viel Zeit deren Augfhrung in Anspruch nimmt.
Wir kennen Zuweisungen, etwas Arithmetik und Fallunterscheidunge nur diese sollen
daher verwendet werden. Au erdem wollen wir unser Programm det zerp eicken, dass
in jeder Zeile nur noch echstens eine solche einfache Operation stehlehmen wir mal
vereinfachend an, diese Dinge dauerten alle gleich lang und zwas1

Wir konstruieren den folgenden Code

1 # meine_liste ist eine liste mit nichtnegativen zahlen drin

2 # meine_liste_laenge ist die lRnge dieser liste

3 hier_bin_ich = 0

4 maximum = 0

s bin_fertig = hier_bin_ich == meine_liste_laenge

bin_fertig:

aktueller_eintrag = meine_liste[hier_bin_ich]

grosses_gefunden = maximum < aktueller_eintrag
grosses_gefunden:

© o N o

10 maximum = meine_liste[hier_bin_ich]
1 hier_bin_ich = hier_bin_ich + 1
12 bin_fertig = hier_bin_ich == meine_liste_laenge

Listing 6.2: Maximum berechnen explizit

LAuf Eleganz mussen wir nawirlich verzichten.
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6. Laufzeit

Wie lange dauert die Ausiihrung? Da alle Befehle bei uns gleich lang dauern, brau-
chen wir nur zu zahlen! Die ersten drei Zeilen sind einfach, diese werden nur ein-
mal ausgedihrt. Wie oft wird der while -Befehl aufgerufen? Genaues Hinsehen liefert
meine_liste _laenge + 1 Mal. Die Ausfuhrung des Rumpfes dewhile -Schleife dauert
hechstens 6s, mindestens jedoch 5. Zahlen wir alles zusammen, erhalten wir also eine
Laufzeit zwischen (3+meineliste _laenge +1) 5) sund (3+(meineliste _laenge +
1) 6) s.

Wir stellen fest: Ist die Liste sehr lang, ist drei, inf und sechs dagegen klein. Wir
meissen also ungehr zwischen 5meineliste _laenge s und 6 meineliste _laenge s
warten. Man sagt, die Laufzeit istlinear in der Lange der Liste: Eine doppelt so lange
Liste lasst uns doppelt so lange warten. Dies ist eine ganz einfache Laité&angigkeit
{ da wberrascht es nicht, dass man sie auch im Alltag wieder ndet: Man bbachtet
etwa, dass das Anahen dreier Kropfe dreimal so lange dauert, wie das Amen eines
einzigen. Um dem Begri Laufzeit einen praktischen Nutzen abzurirp, werden wir ein
Programm mit anderem Laufzeitverhalten demonstrieren.

6.2. Finden von Zahlen

Wie eben sei eine Liste von Zahlen zusammen mit deahge der Liste gegeben. Dies-
mal wollen wir annehmen, die Liste seaufsteigend sortiert d. h. Listeneintrage mit
gre erem Index sind nicht kleiner als die mit kleinerem Index. So ist z.B: di¢iste
[1, 4, 7, 7, 9] aufsteigend sortiert.

Wir fragen uns, ob eine Zahl, die wigesuchte_zahl nennen wollen, in dieser Liste
enthalten ist.

Unser erstes Programm implementiert eine Ad-hocesung.

1 # meine_liste ist eine liste mit nichtnegativen zahlen drin
2 # meine_liste_laenge ist die Bnge dieser liste

s # gesuchte_zahl ist die Zahl, nach der gesucht wird

4 hier_bin_ich = 0

s gefunden = False

¢ fertig = hier_bin_ich == meine_liste_laenge

7 fertig:

s aktueller_eintrag = meine_liste[hier_bin_ich]

s gefunden = aktueller_eintrag == gesuchte_zahl
10 fertig = hier_bin_ich == meine_liste_laenge

u fertig = fertig gefunden

12 hier_bin_ich = hier_bin_ich + 1

Listing 6.3: Lookup Naiv

Diesmal nmeissen wir beim A&hlen vorsichtiger sein: Wie oft derwhile -Befehl aus-
gekhrt wird, h angt von gesuchte _zahl ab. Diese Ablangigkeit soll uns nicht kimmern:
Wir untersuchen einfach nur derschlimmsten Fall(engl. worst casg. Mit dem schlimms-
ten Fall meinen wir den Fall, in dem wir am &ngsten auf das Ergebnis warten sssen,
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6.2. Finden von Zahlen

in dem also die Laufzeit am go ten sein wird. In unserem Beispiel ist dies der, in dem
die gesuchte Zahl nicht in der Liste vorkommt, wie man sich leichiiberlegen kann.
Kurzum, auf der Suche nach der nicht vorhandenen Zahl beiigt der Algorithmus
(3+ meineliste _laenge 6+1) s.

Fur die, denen das zu lange dauert, gibt es auch einen anderen Aas&chauen wir
uns das folgende Programm an:

1 # meine_liste ist eine aufsteigend sortierte liste nichtne gativer zahlen
2 # gesuchte_zahl ist eine zahl

s meine_liste_laenge = len (meine_liste)

4 unterer_rand = 0

s oberer_rand = meine_liste_laenge - 1

s gefunden = False

7 fertig = False

8 ( gefunden ):

9 mitte = (oberer_rand + unterer_rand) / 2
10 aktueller_eintrag = meine_liste[mitte]

1 gefunden = aktueller_eintrag == gesuchte_zahl
12 gefunden:

13

14 oberer_rand == unterer_rand:

15

16 aktueller_eintrag < gesuchte_zahl:

17 unterer_rand = mitte + 1

18 .

19 aktueller_eintrag > gesuchte_zahl:
20 oberer_rand = mitte - 1

21 .

22 gefunden = True

Listing 6.4: Binares Suchen

Wo beginnt diese Suche? In der Mitte der Liste! Wird in der Mitte nichtggefunden,
so vermt uns ein Gm envergleich, ob wir weiter unten oder weiter oben suchen wol-
len. Wir merken uns wahrend der Suche den Rand des Suchfensters in den Variablen
unterer _rand und oberer _rand. Dies wird wiederholt, bis in der Mitte die gesuchte Zahl
auftaucht, oder im schlimmsten Falle, bis das Suchfenster nicht mehalbiert werden
kann. Etwas kompliziert wirkt dieser Algorithmus dadurch, dass soigle Falle bedacht
werden mussen. Dass der Algorithmus das Richtige tut,éant Ihr in einer ruhigen Mi-
nute nachvollziehen oder ausprobieren { hier interessieren wir unarrfer die Laufzeit.

Wieder steht in jeder Zeile nur ein Befehl, aber diesmal wird dasélen etwas kni i-
ger werden. Da#lir erlauben wir uns, ein wenig zwberschlagen: Nach demwhile in Zeile
8 kommen ja nur noch 14 Zeilen. Es kann passieren, dass manche rgehnt in jedem
Durchlauf ausge#ihrt werden. Dies ignorieren wir und verbucheneinf Befehle vor dem
while , sowiehechstens14 Programmzeilen, die so lange durchlaufen werden, bis schlie -
lich ein break-Befehl dem Treiben ein Ende bereitet, wenn die Liste nicht mehr haést
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6. Laufzeit

werden kann. Wie oft aber wird die Liste halbiert? Wiraberschlagen das wie folgt: Ein-
mal halbieren entspricht einer Liste der Bnge zwei. Zweimal halbieren entspricht einer
Liste der Lange vier. Dreimal der lange acht. Wenn wirx Mal halbieren nmeissen, liegt
das also daran, dass unsere Liste mindestenslang ist. Umgekehrt: hat unsere Liste
die Langen, so reichen bestimmt log(n) Halbierungen. Wir messen also alles in allem
hechstens5 + 14 log,(n) Befehle ausihren um ans Ziel zu gelangen. Interessant ist,
dass dies, obwohl wir so groegig eberschlagen haben, immer nochiel besser ist als
unser erster Versuch in Listing 6.3.

Zusammenfassend kann man sagen: Der zweite Algorithmus ist seler, aber der
erste funktioniert auch mit unsortierten Listen. Wir haben also in userem Beispiel eine
Zusatzinformation in eine bessere Laufzeit umgemzt.
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Theoretische Informatik
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/. Logik

7.1. Einleitung

Die Logik behandelt die allgemeinen Prinzipien des korrekten Argumeatens. Diese
Prinzipien gelten allein aufgrund derForm der Aussagen und sind unaldmgig vom
konkreten Inhalt.

Beispiel 1 (Form einer Aussage) Aus den AussagenWenn Paul in der Sonne liegt,
dann holt er sich einen Sonnenbrand\ ungPaul liegt in der Sonne\ lennen wir schlie-
en: ,Paul holt sich einen Sonnenbrand\.

Setzen wir nun

A := ,Paul liegt in der Sonne\, und

B := ,Paul holt sich einen Sonnenbrand\,
so hat der obige Schluss als zusammengesetzte Aussage dme Fo
Wenn ((A! B)”™ A), dann B:
Lies: Wenn ausA B folgt und A wahr ist, dann ist auchB wahr.

Das Zeichen,! \ heit Implikation . Man liest ,A ! B\ als ,wenn A, dann B\
(gleichbedeutend;, ausA folgt B\, bzw. ,A impliziert B\). Das Zeichen "\ heit Kon-
junktion . Man liest es als,und\.

Aufgabe 1 1. Verfahre wie im Beispiel 1 mit den Aussagen
a) ,Wenn Lucy Gitarre spielt, dann klopfen die Nachbarn an die Wal\, und
b) . Wenn es regnet, dann wird die Stra e nass\.

2. Finde ein weiteres passendes Beispiel.

3. Lasst sich die AussageWenn ((A! B)”™ A), dann B\ mit den uns bekannten
Zeichen noch weiter formalisieren?

Jeder Schluss der Form aus Beispiel 1 ist wahr, unakhgig davon, welche Aussagen wir
fur A und fur B nehmen!

Ziel ist es, eine Vorschrift anzugeben, mittels der wirif eine komplexe Aussage be-
rechnen lennen, ob sie wahr oder falsch ist. Wir berechnen das in Adgigkeit davon,
ob die atomaren Teilaussagen der komplexen Aussage wahr odercfalsind. Ob ei-
ne komplexere Aussage wahr ist,emgt nur davon ab, ob ihre Teilaussagen wahr oder
falsch sind, und davon, wie die Teilaussagen vemipit sind. Was das hei t, wollen wir
uns an den folgendeneinf Beispielen anschauen.
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7. Logik

Beispiel 2 (Konjunktion) Die Aussage
. Orlando di Lasso lebte im 16. Jahrhundertind er leitete die bayerische Hofkapelle\

ist wahr, falls es sowohl wahr ist, dass Orlando di Lasso im.1&hrhundert lebte, als
auch, dass er die bayerische Hofkapelle leitete.

Allgemein gilt: Wenn wir zwei Aussage und B durch Konjunktion verkrepfen,
dann ist die entstandene komplexere Aussage genau dann walenn beide AussagenA
und B wahr sind: (A * B) ist genau dann wahr, wenn sowol{ als auchB wabhr sind.

Was ist eigentlich eine Aussage? Eine Aussage ist ein Satzgebilde, dalsrwder falsch
sein kann. Beispielesfr Aussagen sind

.Lucy spielt Gitarre)\,

.Deutschland ist nicht Fu ballweltmeisten\,

.9 geteilt durch 3 ist 2\,

.Der Algorithmus ist korrekt und er ist e zient\, und
.Im Winter regnet es oder es schneit\.

Dagegen sind,Wie ist das Wetter auf Kreta?\ und , Autsch!\ keine Aussagen in unserem
Sinne.

Beispiel 3 (Implikation) Die Aussage

. Wenn wir die Express-Fahre ab Hirtshals nehmendann werden wir nach Bergen ge-
langen.\

ist wahr, falls , Wir nehmen die Express-Bhre ab Hirtshals\ und , Wir werden nach
Bergen gelangen\ wahr sindoder falls . Wir nehmen die Express-F ahre ab
Hirtshals\ falsch ist . Die Faustregel hierzu ist: Aus Wahrem kann man nur Wahres
folgern, und aus Falschem kann man alles folgern.

Allgemein: (A'! B) ist genau dann wahr, wenn sowol als auchB wabhr sind, oder
wenn A falsch ist.

Neben Implikation und Konjunktion verwenden wir auch die Zeichen:\ und , \.
Das Zeichen,: \ heit Negation und man liest es als,nicht\. Das Zeichen, _\ heit
Disjunktion und man liest es als,oden.

Beispiel 4 (Negation) Die Aussage
, Deutschland istnicht Fu ballweltmeisten

ist genau dann wahr, wenn die Aussagéeutschland ist Fu ballweltmeisten falsch ist.
Allgemein gilt: : A ist genau dann wahr, wenrA falsch ist.
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Beispiel 5 (Disjunktion) Die Aussage
. Im Wintersemester wird die Vorlesung "Logik und Datenbanike oder die Vorlesung
"Logik in der Informatik’ angeboten\

ist wahr, falls im Wintersemester die Vorlesung "Logik und &@enbanken' angeboten wird
oder falls im Wintersemester die Vorlesung "Logik in der Infmatik’ angeboten wird,
oder auch falls im Wintersemester beide Vorlesungen angoowerden.

Allgemein gilt: (A _ B) ist genau dann wahr, wenm\ wahr ist, oderB wabhr ist, oder
wennA und B wahr sind?

Schlie lich verwenden wir noch das Zeichef$ \, die sogenannteBiimplikation . Man
liest es als,genau dann, wenn\.,A $ B\ ist nur eine Abkerzung far,, (A! B)" (B!
A)\.

Beispiel 6 (Biimplikation) Die Aussage
. Deutschland schneidegenau dannbei der PISA-Studie besser alwenn der Staat wie-
der mehr Geld in die Bildung investiert hat.\

ist wahr, falls sowohl die AussageWenn der Staat wieder mehr Geld in die Bildung
investiert hat, dann schneidet Deutschland bei der PISA4#tie besser ab\ wahr ist, als
auch die Aussagge Wenn Deutschland bei der PISA-Studie besser abschneidethal hat
der Staat wieder mehr Geld in die Bildung investierts wahr ts

Allgemein gilt: (A $ B) ist genau dann wahr, wenfA! B)”" (B! A) wabhr ist.

Die Zeichen™; _;: ;! und$ heien auchJunktoren . Mit Hilfe der Junktoren kann
man bereits sehr viele Aussagen formalisieren und analysieren.

Beispiel 7 Wir formalisieren den Satz

. Wenn die Klimaanlage im Rechenzentrum ausft, dann schalten sich die Computer
automatisch ab und es wird Alarm ausgest.

Dazu setzen wir

A := ,Die Klimaanlage im Rechenzentrumelilt aus\

B . Die Computer schalten sich automatisch ab\, und

C := ,Es wird Alarm ausgebst\.

Dann hat die Aussage die Gesta(fA! (B ~ C)).

Anwendungen Logik spielt in der Informatik eine wichtige Rolle. Anwendungen sind
z.B.

Modellierung von Wissen, etwa in der #nstlichen Intelligenz

Automatische Veri kation (automatisches Testen, ob ein Systemid Spezi katio-
nen erkillt)

!Beachte: Die Disjunktion wird nicht als ausschlie endes Oder (entweder ...oder ..., aber nicht
beides\) verwendet.
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Kontroll uss von Computerprogrammen
Logikbauteile in der Hardware
Datenbanken: Auswerten von Anfragen
Mathematische Beweise

Korrektes Argumentieren (nicht nur hilfreich fur die Informatik. . .)

7.2. Aussagenlogik

Die formale Sprache, die wir im vorhergehenden Abschnitt anhand v@eispielen ken-

nengelernt haben, heit Aussagenlogik. Wir wollen die Aussagenlogik oiesem Ab-

schnitt exakt de nieren. Um dies zu tun, mussen wir die Syntax und die Semantik der
Aussagenlogik festlegen.

Syntax Mit der Syntax legen wir fest, welche Zeichenreihenetiige Formeln sind. So
soll etwa,, (A _ B)\ eine gultige Zeichenreihe sein, wohingegen die Zeichenrejhg) AB\
nicht erlaubt sein soll.

Eine Analogie zur Syntax der Aussagenlogik ist der Satzbau im Deutemn: Die Rei-
henfolge,Subjekt, Pradikat, Objekt\ (etwa: ,Lucy spielt Gitarre\) ist g ultig, wohingegen
die Reihenfolge, Objekt, Subjekt, Pradikat\ (,, Gitarre Lucy spielt\) nicht erlaubt ist.

De nition 1 (Syntax der Aussagenlogik) Wir nehmen an, dass wir eine unendli-
che MengeA; B; A 1; Az Az i i1 By By Bs;ii: von Atomen (auch aussagenlogische
Variablen genannt) gegeben haben. AussagenlogisEbemeln sind Zeichenreihen, die
aus den Atomen, den Junktorert; , :,! und$ und den beiden Klammerrn{ und)

nach den folgenden Regeln aufgebaut werden.
Atome sind Formeln.

Wenn F; und F, Formeln sind, dann ist auch(F; * F,) eine Formel (Konjunk-
tion ).

Wenn F; und F, Formeln sind, dann ist auch(F; _ F;) eine Formel Disjunkti-
on).

Wenn F; und F, Formeln sind, dann ist auch(F; ! F;) eine Formel (mplika-
tion ).

Wenn F; und F, Formeln sind, dann ist auch(F; $ F,) eine Formel Biimpli-
kation ).

Wenn F eine Formel ist, dann ist auch: F eine Formel (Negation ).

Sosind z.B. A_B) und (A;™ A3) _ (A2 !: A;) aussagenlogische Formeln,afrend
(Az: _ Aj)und (A,_$ A;) keine aussagenlogischen Formeln sind.
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Semantik Die Semantik legt fest, welche Bedeutung die erlaubten Formeln habe
Mit ,Bedeutung\ meinen wir hier nur, ob die Formel wahr oder falsch ist {gweils in
Abhangigkeit davon, ob ihre Atome wahr oder falsch sind. Wir werden vokonkreten
Inhalten der atomaren Aussagen absehen utetlegen die Atome einfach entweder mit
~wahn oder ,falsch\, den sogenannteWahrheitswerten . Wir verwenden 1 #ir ,wahn
und O fur ,falsch\.

De nition 2 (Semantik der Aussagenlogik) Sei F eine aussagenlogische Formel.
In Abhangigkeit von den Wahrheitswerten der Teilformeln voR lasst sich der Wahr-
heitswert vonF berechnen. Das geschieht nach bestimmten Regeln, die wearhdurch
Wabhrheitstafeln  angeben.

Die Tafeln sind folgenderma en zu lesen: in den Spalten liskron Doppelstrich stehen
alle meglichen Kombinationen der Wahrheitswerte der Teilforme] und rechts steht
fur jede Kombination der Wahrheitswerte der Teilformeln, weher Wahrheitswert sich
daraus #r die gesamte Formel ergibt.

Fi|Fo | (Fa?FR) [(Fi_Fo) [ (Fi! F) | (F1$ Fp)

0|0 0 0 1 1 F F
0|1 0 1 1 0 0 1
1/0 0 1 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1

Wenn wir also in der Formel A _B) die Variable A mit 0 belegen und die VariableB mit
1, dann sagt uns die zweite Zeile in der vierten Spalte der ersten Tdbedass der Wahr-
heitswert der gesamten Formel 1 ist. Die FormelX _: B) hingegen hat bei derselben
Belegung den Wahrheitswert O: die letzte Tabelle sagt uns, dasB den Wahrheitswert
0 hat, und dann ist nach der ersten Zeile der zweiten Spalte in der &ns Tabelle der
Wahrheitswert der gesamten Formel O.

Die Semantik ist also schlicht eine Vorschrift, die uns erlaubt, den Walheitswert einer
Formel in Abhangigkeit von den Wahrheitswerten ihrer Variablen zu berechnen.

Aufgabe 2 Wie lasst sich die Schlussfolgerung aus Beispiel 1 als aussamgsthe
Formel formalisieren?

Stelle eine Wahrheitstafelsfr die Formel
(A! B)"A)! B

auf. Welcher Wahrheitswert ergibt sicheir die gesamte Formel in Abangigkeit
von der Belegung der Atom@ und B?

De nition 3 Eine aussagenlogische Formel, deren Wahrheitswert beiged@ele-
gung der Variablenl ist, heit Tautologie .

Eine aussagenlogische Formel, deren Wahrheitswert beigedelegung der Varia-
blenO ist, heit Kontradiktion
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AlB|A~A_B)|A
00 0 0
0|1 0 0
1]0 1 1
1)1 1 1

Abbildung 7.1.: Wahrheitstafel zu Beispiel 9.

Eine aussagenlogische Formel heiérf uwllbar , wenn es eine Belegung der Varia-
blen gibt, bei der die Formel den Wahrheitsweit hat.

Beispiel 8 Die Formel (A _: A) ist eine Tautologie.
Die Formel : (A _: A) ist eine Kontradiktion.

Die Formel ((A! B)”™ A)! B st eine Tautologie.

Oft wird auch _ verwendet, um dieausschlie ende Disjunktion  (,entweder ...oder...,
aber nicht beides\) zu bezeichnenA _B ist eine Abkeirzung:

Deniton 4 A_B:=(A_B)”": (A"B).2
Die ausschlie ende Disjunktion wird auch oft mitXOR bezeichnet (Engl.: exclusive or).

Aufgabe 3 1. Stelle die Wahrheitstafeldr A _B auf.

2. Lasst sich,! \ auch de nieren, indem man nur die Verkrnupfungen,, \ und ,:\
verwendet?

Denition 5 Seien und aussagenlogische Formeln. Skl die Menge der Variablen,
die in  vorkommen, und seiN die Menge der Variablen, die in vorkommen. Die
Formeln und heien aquivalent , wenn #r jede Belegung der Variablen itV [ N,

die Wahrheitswerte von und wbereinstimmen. Wir schreiben dann auch , \.

Beispiel 9 Sei = A~ (A_B)undsei := A.SeiN = fA;Bg die Menge der
Variablen von , und seiM := fAg die Menge der Variablen von . Dann sind fur

jede Belegung der Variablen vohA; B g die Wahrheitswerte von und die gleichen,
also gilt . Das lasst sich z.B. mit einer Wahrheitstafel nachpfen. Man stellt
eine Tabelle &r und auf und vergleicht Zeile dr Zeile die Wahrheitswerte, die sich
fur und ergeben. Wenn sie in allen Zeilembereinstimmen, dann sind die Formeln
aquivalent (siehe Abbildung 7.1).

2Das Zeichen,:=\ heit: Das Symbol, das auf der Seite von ,:=\ mit dem Doppelpunkt steht, wird
neu de niert, und zwar als das, was auf der anderen Seite vop:=\ steht.
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7.3. Logik und korrektes Argumentieren

Fur korrektes Argumentieren (im Alltag und in mathematischen Beweén) ist es hilf-
reich zu wissen, welche Folgerungen sich schon allein aufgrund demirales Arguments
ergeben { unabmngig von konkreten Inhalt. So hat bereits Aristoteles festgesiie

Beispiel 10 Pramisse 1: Rur alle x gilt: wenn x EigenschaftE hat, dann hatx auch
EigenschaftF .

Pramisse 2: Das Objek& hat EigenschaftE.

Wenn Pramissen 1 und 2 gelten, dann gilt: Das Objekthat auch Eigenschaft .

Das lennen wir nun nach Belieben mit Inhalt dillen, und die Aussage ist immer wabhr.
Wir kennen z.B.E :=,ist Mensch\ festsetzenF := | ist sterblich\ und a :=Sokrates.
Dann ergibt sich:

Pramisse 1: Rur alle x gilt: wenn x ein Mensch ist, dann istx sterblich.
Pramisse 2: Sokrates ist ein Mensch.
Wenn Pramissen 1 und 2 gelten, dann gilt: Sokrates ist sterblich.

Wir fehren jetzt einige ablerzende Schreibweisen ein. Die Schreibweisen sind z. T. der
Pradikatenlogik entlehnt, die Ihr in der VorlesungDiskrete Modellierungkennen lernen
werdet. Sie werden aber aucheu g einfach als ablerzende Schreibweisen in Argumen-
tationen verwendet und sind hilfreich, um Gedanken und Argumentabersichtlich zu
strukturieren. Dazu wollen wir sie hier auch verwenden.

.9\ liest man als ,fur alle\. Das Zeichen8 heit Allquantor . (Hau g sieht man
auch die Abkerzung ,f.a\ fur  fur alle\.)

.9\ liest man als ,es gibt\ (oder gleichbedeutend,es existiert\). Das Zeichen9
heit Existenzquantor

~E(X)\ liest man als , x hat die EigenschaftE\.
"\, .\, ..\ haben die Bedeutungen,und\, ,,oden und ,nicht\
. =) \liest man als ,daraus folgt\, und ,, ) \ als ,genau dann, wenn\.

Die Zeichen,8\ und ,9\ nennt man auch Quantoren . Die Zeichen 3 und |
erinnern naturlich an ! und $ aus der Aussagenlogik. Um umgangssprachliches Ar-
gumentieren nicht mit der Syntax der Aussagenlogik zu verwechselwollen wir fer
das umgangssprachliche Argumentieren die Zeichen) =und () verwenden. Diese
Trennung ist besonders dann wichtig, wenn man umgangssprachlietwaseber logische
Formeln aussagen mwchte. In diesem Fall varde man in der Umgangssprache auch auf
die Abkerzungen”, ,:, 8 und 9 verzichten, um eine Verwechslung zu vermeiden.

Beispiel 11 Unter Verwendung der Abkrzungen wirde Aristoteles’ allgemeines Sche-
ma aus Beispiel 10 so aussehen:
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7. Logik

Pramisse 1:8x(E(x) =) F(x))
Pramisse 2:E(a)
Folgerung:F (a).

Zusammengefasst:8x(E(x) =) F(x))*E(a) =) F(a).

Mit Inhalt gefullt sieht es so aus:
8x(Mensch(x) =) sterblich(x)) » Menscl{Sokrateg =) sterblich(Sokrates.

Aufgabe 4 Formalisiere die folgenden umgangssprachlichen Aussageweit wie neglich,
wobei Du die oben eingehrten Abkerzungen verwenden sollst.

1. Alle Menschen sind klug und sem.

Es gibt einen Dinosaurier, der iegen kann.

Wenn der Schalter an ist, dann leuchtet entweder der roteler der grine Laser.
Fur jede naturliche Zahl gibt es eine gy ere.

Es gibt eine Katze, die klug ist, aber nicht seh.

Es gibt einen Kandidaten, der von allen Wahlberechtigteyewahlt wurde.

Ein Stern heit genau dann Hesperus, wenn er Phosphorusi e

Es gibt ein kleinstes Element.

© © N o g bk~ W D

Wenn der Roboter das Tor sieht und den Ball hat, dann schieer. Wenn er das
Tor nicht sieht und den Ball hat, dann dreht er sich.
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8. Die Sprache der Mathematik

In diesem Kapitel werden wir die grundlegenden Begri &engen Relationen und Funk-
tionen einfuhren und einige ihrer Eigenschaften kennenlernen. Diese Begri eeten
eberall in der Informatik auf, und Sicherheit im Umgang mit ihnen ist dshalb sehr
neitzlich. Auch mathematische Beweise spielen in der Informatik eine Wime Rolle,
z.B. wenn manbeweisenmechte, dass ein Algorithmus das Richtige tut. EirBeweis
einer Aussage gibt einem die 100¢e Sicherheit , dass die Aussage stimmt. So ist die
Richtigkeit der Aussage,Algorithmus A ist korrekt\ in vielen F allen sehr wichtig, et-
wa wennA in der Flugzeugsteuerung zum Einsatz kommen soll, oder in medizinieoh
Geraten, bei Banktransaktionen, etc.

Eine 100%ige Sicherheit kann man nur erlangen, wenn man 100%xgkt spezi ziert,
was #r Eigenschaften man haben echte. Es darf dabei kein Zweifel mglich sein. Dagéir
eignet sich die Sprache der Mathematik hervorragend! Deshalb wenden wir sie in der
Informatik auch oft und gerne. Die Mathematik benutztDe nitionen , die genau fest-
legen,uber welche Objekte und welche Eigenschaften wir sprechen. Sdbdas gekért
ist, formulieren wir unter Verwendung der De nitionen unsere Ausage, die wir gerne
beweisen mchten. So eine Aussage heit in der Mathematik aucBatz. Satze haben oft
die Form:

.unter den VoraussetzungervV hat das Objekt O die EigenschaftE\.

Den Satz lennen wir dann versuchen zbbeweisen: Wir nehmen an, dass die Voraus-
setzungenV erfullt sind und zeigen dann durch eine Folge von richtigen Argumenten,
dass unter diesen Voraussetzungen das Obje®t wirklich die EigenschaftE hat. Da-
zu verwenden wir auch die Methoden der Logik, die wir im vorangegasgen Kapitel
kennengelernt haben.

Der Struktur De nition { Satz { Beweis begegnet man beim exakten Argumen-
tieren immer wieder. Um eine De nition richtig zu verstehen, macht ma sich gerne
Beispiele . Das wollen wir hier auch immer wieder tun.

8.1. Mengen

De nition 6  Eine Menge ist eine Ansammlung verschiedener Objekte, auEhemen-
te genannt.

Ist X eine Menge undz ein Element vonX, so schreiben wirz 2 X. Ist z kein
Element vonX, so schreiben wirz 2 X .

Beispiele 1 Die Menge aller Bucher.
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8. Die Sprache der Mathematik

Die Menge aller Primzahlen.

Die Menge aller Farne.

Die Menge aller Legosteine.

Die Menge aller Klavierstimmer.

Die Menge aller Pixel.

Die MengeM := fLucy, Paul, Sashg

; .= fg = die leere Menge

N:=f0;1;2;3;4;:.:9= die Menge der naitrlichen Zahlen.

Z:=10;1, 1,2, 2,3, 3;4, 4:.:..g= die Menge der ganzen Zahlen.
Q:=f%jab2 Z;b60g= die Menge der rationalen Zahlen.

R := Menge der reellen Zahlen.

R o := Menge der nichtnegativen reellen Zahlen.

Die MengeN = fz2 Z j es gibt eink 2 Z so dassz = 3kg.

De nition 7 SeienX und Y Mengen.

1. X und Y sind gleich, in Zeichen X = Y, falls X und Y dieselben Elemente
enthalten.

2. X heit Teilmenge vonY, in ZeichenX Y, wenn jedes Element voiX auch
ein Element vonY ist.

3. X heit echte Teilmenge vonY, in ZeichenX ( Y, wenn X Y ist, aber
nicht X =Y gilt.

Beachte: Mengen sind ausschlie lich durch ihre Elemente de niert. £kommt nicht
auf die Reihenfolge der Elemente an. So gilt z.B1;2;3g= f2;1;3g= f3;2;19. Zudem
.zahlt\ ein Element nie mehrfach in derselben Mengd:1; 1;2g = f1; 2g.

Satz 1 SeienX;Y und Z Mengen, #r die X Y undY  Z gilt. Dann gilt auch
X Z.

Anschaulich mag es klar sein, dass Satz 1 gilt. Wir wollen den Satz abemnrbeweisen
{ schlie lich mussen wir sicherstellen, dass wir die De nitionen auch so geit haben,
dass er gilt (dass also die De nitionen unsere Anschauung richtignodellieren)! Bei
dem Beweis wollen wir also nicht unsere bildliche Anschauung als Arguntetionsbasis
nehmen, sondern nur unsere De nitionen.
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Beweis von Satz 1Wir nehmen an, dassX, Y und Z Mengen sind mitX Y und
Y Z. Nun wollen wir zeigen, dass dann auclf Z gilt. Dazu meissen wir nach
De nition 7.2 zeigen, dasgedes Element von X auch ein Element vonZ ist. Sei also
X 2 X ein beliebiges Element. Nach Voraussetzung i3t Y, also giltx 2 Y (nach
De nition 7.2). Nach Voraussetzung istauclY  Z, also giltx 2 Z (nach De nition 7.2).
Dax 2 X beliebig gevahlt war, gilt also fur alle Elemente vonX , dass sie auch Elemente
von Z sind, also giltX  Z, und das war zu zeigen.

Der Beweis von Satz 1 ist ein typischedirekter Beweis : Unter der Annahme, dass
die Voraussetzungen esllt sind, haben wir durch eine Folge von korrekten Argumenten
bewiesen, dass dann die Behauptung gilt.

Tatsachlich ist der Argumentationsspielraum bei Beweisen sehr kleideder Schritt
muss begundet werden! Die Begandungen, die wir im Beweis von Satz 1 verwendet
haben, sind
1. Anwendung der Voraussetzungen (hieX und Y sind Mengen,X Y undY Z)
und
2. Anwendung von De nitionen (hier: De nition 7.2).

Dazu kann man sgter dann noch
3. Anwendung bereits bewieseneraf&e
hinzunehmen.

Satz 2 SeienX;Y und Z Mengen. Dann gilt
1. WennX Y undY ( Z gilt, dann gilt auchX ( Z.

2. X =Y gilt genau dann, wennX Y undY X gelten.

Beweis.SeienX;Y und Z Mengen.
Zu 1. Wir nehmen an, dassX Y und Y ( Z gelten. Wir wollen nun zeigen, dass
dann auchX ( Z gilt. Nach De nition 7.3 gilt auch Y  Z. Damit kennen wir Satz 1
verwenden, und es folgtf Z.

Jetzt mussen wir noch zeigen, dass nickX = Z gilt. Dann sind wir fertig. W are
X=2Z,sowareX Y Z=X,alsoware auchY = Z. Das ist aber ein Widerspruch
zur VoraussetzungY ( Z. Also kann X = Z nicht gelten, und damit sind wir fertig.

Zu 2: Fur Aussagen von Typ,genau dann wenn\ nussen wir immer zwei Implikationen
beweisen. Hier sind das:

.) \: WWenn X =Y gilt, dann gelten auchX Y undY X\, und

L\ WennX YundY X gelten, dann gilt auchX = Y\.

Beweis von,) \: Angenommen, es giltX = Y. Dann enthalten X und Y nach De -

nition 7.1 dieselben Elemente. Also ist jedes Element vofi auch Element vonY, also
X Y, und jedes Element vonY ist auch Element vonX, alsoY  X. Das war zu
zeigen.

Beweis von, ( \: Angenommen, es gelterX Y undY X. Dann ist jedes Element
von X auch ein Element vonY und jedes Element vonY ist auch ein Element vonX ..

Also enthalten X und Y dieselben Elemente, und somiX = Y.

51



8. Die Sprache der Mathematik

Abbildung 8.1.: Die MengenX \ Y, Y[ Yund X nY.

Der zweite Teil des Beweises von Satz 1.1 ist ein typisclgeweis durch Widerspruch
Man will eine AussageA beweisen (im Beweis von Satz 1.1 die Aussage6 Z). Dazu
macht man die Annahme, dass A (das Gegenteil) wahr ist (hier:X = Z). Dann folgert
man daraus durch korrekte Argumentation einen o ensichtlichen \iderspruch (hier:
Y = Z, ein Widerspruch zur Voraussetzung). Also war die AnnahmeA falsch, und
somit muss die Aussag@ selber wahr sein.

Aufgabe 5 SeienX, Y und Z Mengen. Beweise: WeniX ( Y undY  Z qilt, dann
gilt auchY ( Z.

De nition 8 SeienX und Y Mengen.
1. Der Schnitt von X undY ist die Menge

X\VY: =fzjz2X undz2 Yq:

2. Die Vereinigung von X undY ist die Menge

X[Y:=fzjz2 X oderz2 Yg:

3. Die Dierenz  von X undY ist die Menge

XnY:=fzjz2 X undz62Yg:

4. X und Y heien disjunkt , falls X \ 'Y = ;.
Abbildung 8.1 zeigt Schnitt, Vereinigung und Di erenz von Mengen.
Aufgabe 6 SeienX, Y und Z Mengen. Beweise die folgenden Aussagen:

1. X\ X=X undX [ X = X.
2.X\Y=Y\ XundX[Y=Y][X.
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IXNV (YN Z)=(X\ YY)\ ZundX[ (Y[ Z2)=(X[Y)] Z.

4. X\ (X[Y)=XundX [ (X\Y)=X.

5 XNV Y[ 2Z2)=(X\Y)[ X\ Z)undX [ (YN Z)=(X[ Y)\ (X[ 2).
6. Die MengenX nY undY nX sind disjunkt.

De nition 9  Eine MengeX heit endlich , wennX nur endlich viele Elemente entit,
d.h. wenn es eine Zaht 2 N gibt, so dassX genaun Elemente entllt. Die M achtigkeit
einer MengeX ist de niert als

Anzahl der Elemente inX, falls X endlich ist

IX] 3= 1, sonst.

Hierbei ist 1 lediglich eine Ableirzung fur ,,unendlich\.
Beispiel 12 jf Lucy, Paul, Sashgj=3

i =0

jf z2 Zjes gibteink 2 Z, so dassz =3kgj=1

Was macht man eigentlich mit falschen Behauptungen? Man widerlegies Das tut
man, indem man ein Beispiel angibt, das zeigt, dass die Behauptunghtigilt.

Beispiel 13 Behauptung: Rir alle MengenX und Y gilt:
YL Yj=jXj+]jYj:
Diese Behauptung ist falsch, z.B. giltr die Mengenf 1;2g und f 2g:
f1,2g9[f 29j=jf1,209)=2 6 3= |f 1;2g)+ |f 2gj:

Satz 3 (Summenregel) SeienX und Y Mengen. Es qgiltjX [ Yj = jXj+ jY] genau
dann, wennX und Y disjunkt sind.

Beweis. SeierX und Y Mengen.,) \: Esgelte ] X [ Y] = jX]+jY]. Wir messen zeigen,
dass dannX und Y disjunkt sind.

Wir fehren den Beweis durch Widerspruch: AngenommeixX, und Y sind nicht dis-
junkt. Dannist X\ Y 6 ;. Seialsoa2 X \ Y. Dann zahlt a einmal in jXj und einmal
in jYj. Also tragt a genau 2 zujXj + jY] bei, wahrenda nur 1 zu jX [ Y] beitragt.
Jedes Element inX nY tragt 1 zujX |+ jYj bei und ebenso 1 zyX [ Y. Dasselbe
gilt fur jedes Element inY nX . Somit gilt alsojXj+ jYj > jX [ Y] und insbesondere
iXj+jYj6 jX [ Y], ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also sinX und Y disjunkt.

.(\:Sei X\'Y = ;. Wir zeigen
DXL YjJ Xj+jYjund
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2) j Xj+iYj j X[ Y]
Dann folgt jX [ Yj = jXj+ jYj und wir sind fertig.

Zu 1): Seia2 X[ Y. Dann zahlt aeinmal injX [ Yj. Nach De nition der Vereinigung ist
a2 X odera2 Y. Alsowird ain jXjoderinjYj geahlt. Somit gilt [ X[ Yj | Xj+]Y].
Zu 2): Seia2 X.DaX undY disjunkt sind, ista 2 Y. Also tragtagenau 1 zuX j+jY]j
bei. Nach De nition der Vereinigung ista2 X [ Y. Also wird ain jX [ Y] auch einmal
geahlt. Seinunb2 Y. Wie eben gilt: DaX und Y disjunkt sind, ist b2 X . Also tragt
bgenau 1 zujXj + jYj bei. Nach De nition der Vereinigung ist auchb2 X [ Y. Also
wird bin jX [ Y] auch einmal geahlt. Somit gilt [ X+ jYj j X[ Y].

Die Summenregel wird oft wie folgt angewendet. Wir wollen die &thtigkeit einer Menge
Z bestimmen. Dazu klassi zieren wir die Elemente voZ nach EigenschafterE; und
E,, die sich gegenseitig ausschlie en:
Z, = fa2 Z j ahat EigenschaftE;g und Z, = fa 2 Z j a hat EigenschaftE,g und
jedes der Elemente irZ habe genau eine der beiden Eigenschaften, albe Z;[ Z, und
Z,\ Z, = ;. Angenommen, wir kennerjZij und jZ,j. Dann kennen wirjZj als Summe
von jZ,j und jZ,j berechnen.

Als Anwendung wollen wir die fundamentale Rekursioref Binomialkoe zienten be-
weisen.

De nition 10  Mit | bezeichnen wir die Anzahl dek-elementigen Teilmengen einer

n-elementigen Menge.

Satz 4 (Rekursion f wr Binomialkoe zienten) Furallen2 Nmitn 1 gilt
n n 1 n 1
= + .
k k 1 k

Beweis.Sein 1 und seiX eine n-elementige Menge. Wegen 1 enthalt X min-
destens ein Elementa. Wir klassi zieren die k-elementigen Teilmengen vorX danach,
ob siea enthalten oder nicht. Sei dazuX; := fA X j a2 AundjAj = kg und
X, = fB X jazBundjBj = kg. Dann sind X; und X, disjunkt und es gilt
X = X[ Xa. Also gilt nach der Summenregel (Satz 3);; = jX] = jX4j+ jX2j. Was ist
jX1J? was istjX ,j? Wir erhalten alle Mengen aus(, indem wir alle (k 1)-elementigen
Teilmengen vonX nfag um das Elementa erganzen. Also istjX,j = | i . Wir erhal-
ten alle Mengen ausX,, indem einfach wir allek-elementigen Teilmengen voiX nfag
nehmen. Also istiX,j = " ' .Somitfolgt | = jXj=jX4j+jX,j= 1 1+ "', und
das war zu zeigen.

Aufgabe 7 SeienX undY Mengen.
1. BeweiseijX [ Yj j Xj[j Y].

2. Wie gro ist jX \ Yj hechstens? Wie gro mindestens? Gib jeweils einen Beweis
an.
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Aufgabe 8 (Mensasalat) In der Mensa gibt es eine Salattheke, an der man sich den
Salat selber kombinieren kann. Es gibt dort die folgendent@ien zur Auswahl:

Eisbergsalat
Feldsalat
Tomate
Paprika
Gurke
Bohnen

Wieviele Meglichkeiten gibt es, daraus eine Salatmischung zusammestellen?

De nition 11  Die Potenzmenge einer MengeX ist die Menge
PX)=fYj]Y Xag;
also die Menge aller Teilmengen VoK .

Beispiel 14 Die Potenzmenge vori Lucy, Paul, Sashg ist

f Lucyg; f Paulg; f Sasha;
f Lucy, Paulg; f Paul, Sashag;f Lucy, Sasha;

f Lucy, Paul, Sashg :

8.2. Relationen

De nition 12 1. Fur beliebige Objekta und b bezeichne(a; b das geordnetdaar
mit Komponentena und b.

2. Zwei geordnete Paarda; b und (c;d) sind gleich,(a;b = (c;d), fallsa = c und
b= d gilt.

mit Komponentena;, a,:::a,. Die Zahl n heit die Lange des Tupels. Hat ein
Tupel die Langen, so sprechen wir auch von einem-Tupel .
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Geordnete Paare sind also 2-Tupel. Manchmal werden Tupel auds éndliche) Folgen
bezeichnet. Im Gegensatz zu Mengen spielt bei Tupeln die Reihenélgine wichtige
Rolle. Zwei Tupel mit denselben Objekten, aber in unterschiedlichéteihenfolge ange-
ordnet, sind verschieden!

Beispiel 15 Es qgilt (1;2;,3)6 (3;2;1), aberf1;2;3g= f3;2;1g
Es gilt (1;2;1)6 (1;2), aberfl;2;1g= f1;2g
Manchmal ist die Reihenfolgesfr uns wichtig:

Beispiel 16 Stell Dir vor, Du machst einen Interrail-Urlaub in Griecherland, und Du
bist gerade in Athen. Du bist noch unentschlossen, wo Du aechstes hinfahren machtest.
Auf Nachfrage bekommst Du die Auskunft, dass vom Hauptbabhkon 7:00 bis 19:00
Uhr jede volle Stunde ein Zugehrt, und dass jeden Tag die Ziele Chalkida, Kalavri-
ta, Markopoulo, Patras und Thessaloniki angefahren werdeBas hilft Dir zwar, Dein
nechstes Reiseziel auszusuchen, aber hilfreichesrgv es gewesen, wenn man Dir die
Ziele in der Reihenfolge der ta#chlichen Abfahrten gesagteite, etwa: Thessaloniki,
Patras, Chalkida, Markopoulo, Thessaloniki, ThessalonjkPatras, Markopoulo, Kala-
vrita, Thessaloniki, Patras, Chalkida, Markopoulo.

De nition 13  Sein 2 N und seienX;:::; X, Mengen. Daskartesische Produkt
von X4;:::; X, ist die Menge
X1 i Xpi=f(ag i an) a2 Xig

Beispiel 17 SeiX =11;2;3,4,5,6;7;8gundY = fa;b;c;d;e;f;g;lyg, dannist X Y
die Menge aller Felder eines Schachbretts.

Aufgabe 9 1. Was ist das kartesische Produkt vaimApfel, Birne, Mangog und f getrocknet, fr
2. SeiX eine Menge. Was isiX ; ?

3. Finde weitere Beispiele#r kartesische Produkte.

Satz 5 (Produktregel) SeiX = X; ::: X, ein kartesisches Produkt. Dann gilt

IXJ=Xqj i jXaj:

Meglichkeitena; zu wahlen. Fer jede dieser Mbglichkeiten haben wirjX 5] Meglichkeiten,
a, zu wahlen, etc. Also haben wir insgesamiX,j ::: jX,j Meglichkeiten, Elemente der

De nition 14  Ein Bitvektor ist ein Tupel aus Oen und len. Die Anzahl von Oen und
len heit Lange des Bitvektors.
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Beispiel 18 Sein 2 N: Wieviele Bitvektoren der langen gibt es? Das wollen wir uns
mit Hilfe von Satz Suberlegen. Sei dazX = f0;1g. Die Bitvektoren der Langen sind

genau die Elemente des n-fachen Produlf(s :{'z: X} Nach Satz5is{X ::: Xj=
n Faktoren
in {z jXﬂ' = :F—:{i:—? =2". Also gibt es genal2" solche Bitvektoren der Bngen.
n Faktoren

n Faktoren

Aufgabe 10 Es gibt drei Wege von Sparta nach Theben unednf Wege von Theben
nach Athen. SeiX die Menge der Wege von Sparta nach Korinth und die Menge der
Wege von Korinth nach Athen. Alle Wege von Sparta nach Atheahren uber Korinth.
Was beschreibiX Y ? Was beschreibjX Yj?

De nition 15  SeienXy;:::; X, Mengen. EineRelation vonXg;:::; X, ist eine Teil-
mengeR von X; ::: X,. Die Zahln heit die Stelligkeit vonR. Um die Stelligkeit
zu betonen, sagen wir auch gelegentlich, dd&=ine n-stellige Relation ist.

Abbildung 8.2.: Go-Spielen.wikipedia.org/wiki/File:Go-Equipment-Narrow-Blac k.png

Beispiel 19 Sei X = f1;2;3;:::;19. Dann ist X X die Menge aller Felder eines
Go-Spielplans. (Abbildung 8.2 zeigt ein Go-Spiel.) Wir nelen an, dass gerade ein Spiel
gespielt wird. Bei jedem Zug ist die Menge der von Wei (Schwa belegten Kreuzungen
eine Relation vonX und X.

Beispiel 20 Auf den reellen Zahlen ist, \ die Relation
f(abhja,b2R;a by R R:

Aufgabe 11 1. Erklare, wie man die Eigenschaf liegt zwischen\ als3-stellige Re-
lation von R R R au assen kann.

2. Finde weitere Beispieledr Relationen.
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8.3. Funktionen

De nition 16 Seien X und Y Mengen. Eine Funktion von X nach Y ist eine
Relationf X Y mit der Eigenschaft, dasseir jedes Elementa 2 X genau ein
Elementb2 Y existiert mit (a;b 2 f.

Aufgabe 12 Welche der folgenden Relationen sind Funktionen?
1. f(m;n) 2 N Zj m ist Teiler von ng
2.fmMnN)2N Njn=2m3+ m?+1g
3. f(m;n)2Z Njm ist gerade undn = 2mg
4. f(x;y)2R Rjx?+y?=1g
5. f((xy);202(R R) Rjz=xg
De nition 17  SeienX und Y Mengen.

Wir schreiben auchf : X | Y um auszudeicken, dassf eine Funktion von X
nach Y ist.

Ist f: X I Y eine Funktion und ista 2 X, so schreiben wir auctf (a) = b fur
das eindeutig bestimmté2 Y mit (a;b 2 f.

Istf: A! B eine Funktion, so heit die zugebrige Relation
f(a;f(a))ja2Ag A B
auch derGraph der Funktion  f.

Istf : X I Y eine Funktion, so heit X De nitionsbereich vonf undY heit
Bildbereich vonf.

Abbildung 8.3 zeigt die Graphen der Funktioneri; g; h: [0;2]! [O; 8], gegeben durch
f (x) = €, g(x) = x? und h(x) = 1. (Hierbei ist fur zwei reelle Zahlerx und y die Menge
[X;y]:=fz2Rjx z vyg)

Was meissen wir also alles angeben, wenn wir eine Funktion angeben wollen®dein
De nitionsbereich, 2. den Bildbereich, und 3. eine Relatiori von De nitionsbereich
und Bildbereich mit der Eigenschaft, dasseir jedes Elementa 2 X genau ein Element
b2 Y existiert mit (a; b 2 f. Letzteres geschieht oft durch einBuordnungsvorschrift

De nition 18 Eine Zuordnungsvorschrift ist eine Vorschrift, die jedem Element
einer MengeX genau ein Element einer Meng& zuordnet.

Beispiel 21 (Funktionen) f1:N! N, und fur alle n 2 N ist f1(n) = n2.
fo:Z! N,und furallez2 Z ist f,(z) = 3.
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fx)=e)
X)=X
T
7 - -
6 - -
5 - -
4+ i
3 - / -
//
2+ —
/// i
1 ‘/,/// ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -
O 1 1 1
0 0.5 1 15 2

Abbildung 8.3.: Die Graphen der Funktionerf (x) = €, g(x) = x? und h(x) = 1.
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8. Die Sprache der Mathematik

fz: R! N, und fur alle x 2 R ist f3(x) = x2.

alter: fm j mist Mensclg! N, fur alle Menschenm ist alter(m) das Alter von
m in Jahren.

Beachte, dasd; und f ;3 aus Beispiel 21 verschieden sind (warum?). Oft verwendet man
eine verlerzte Schreibweise, etwa

f:N! N;f(n)=n?
oder
f:N! N
n 7! n?
Aufgabe 13 Finde weitere Beispiele #ir Funktionen.

Wann sind zwei Funktionen gleich? Wann ist eine Funktion kleiner als diendere?

De nition 19  SeienX und Y Mengen, und seierf;g: X ! Y Funktionen.
Die Funktionenf und g sind gleich, wenn fur alle x 2 X gilt: f (x) = g(x).

SeienX;Y  R. Die Funktion f ist kleiner oder gleich g, in Zeichenf g,

wenn #r alle x 2 X gilt: f(x)  g(x).
Die Funktion f ist kleiner als g, in Zeichenf < g, wenn fr alle x 2 X qilt:

f(x) <g(x).

.fgund ,f>g)\ sind analog de niert.

Um Funktionen eberhaupt vergleichen zu &nnen, mussen sie also denselben De niti-
onsbereich und denselben Bildbereich haben, derr flie anderen Flle haben wir das
nicht de niert.

Beispiel 22 Fur die Funktionenf;g und h aus Abbildung 8.3 gilf >g,g<f,h f
undf  h.

Aufgabe 14 Gib die vollsandigen De nitionen fur ,f g\ und ,f >g\ an.
Aufgabe 15 Fur welche zwei der folgenden Funktionen git; ; ;>, oder>?
f:N! R, f(n)=n 2
g:N! R, g(n) =log,(n)
h:N! Z, h(n)=n 2

i:N! R,i(n)=n?+n 2 n?
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° |
.///r — . .\ o
[ J .(/’//Ay L4
.//’/> ¢ / .\\*
P [ J
° —_— °
o > ° >0
[ ]

h
Abbildung 8.4.: Funktion f ist injektiv, g ist surjektiv und h ist bijektiv.
j:N!T R, j(n)=n
k:iN! R, k(n)=2"
De nition 20 (Eigenschaften von Funktionen) Seif : X I Y eine Funktion.

1. f heit injektiv , falls es tr jedesb2 Y hechstensein a2 X gibt mit f (a) = b.
2. f heit surjektiv , falls es tr jedesb2 Y mindestenseina 2 X gibt mitf (a) = h.
3. f heit bijektiv , falls es tr jedesb2 Y genauein a2 X gibt mitf (a) = b

In Abbildung 8.4 werden die drei Begri e veranschaulicht.

Beispiel 23 Die Funktion g: R! R; g(x) = €* ist injektiv, aber nicht surjektiv
und nicht bijektiv.

Die Funktion h: R! R o, h(x) = x2, ist surjektiv, aber nicht injektiv und nicht
bijektiv.
Die Funktion f : R! R, f(x)= x 2, ist bijektiv.
Satz 6 1. Fur jede Funktionf : X I Y gilt
f ist bijektiv () f ist injektiv und surjektiv:
2. SeienX und Y endliche Mengen. Dann gilt

IXj=jYj 0 es gibt eine bijektive Funktiorf : X I Y:
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Beweis.Zu Teil 1: Seif : X ! Y eine Funktion.
.) \:lIst f bijektiv, so gilt nach De nition 20, dass es #@ir jedesb2 Y genau eina 2 X
mit f (a) = b

Dann gibt es insbesonderef jedesb2 Y hechstens eina2 X mit f (a) = b, also ist
f injektiv.

Zudem gibt es insbesondereuf jedesb2 Y mindestens eina2 X mit f (a) = b, also
ist f auch surjektiv.

.( \:Ist f gleichzeitig injektiv und surjektiv, so gibt es #r jedesb 2 Y hechstens ein
a2 X mit f(a) = b (nach De nition 20.1) und gleichzeitig gibt es @r jedesb 2 Y
mindestens eina 2 X mit f (a) = b (nach De nition 20.2). Also gibt es #r jedesb2 Y
genau eina2 X mit f (a) = b, und somit istf bijektiv.

Zu Teil 2: SeienX und Y endliche Mengen.

.) \: Sei n 2 N die naturliche Zahl mit jXj = jYj = n. Wir messen nun eine bijektive
Funktion von X nach Y angeben. Numeriere die Elemente voK durch, etwa X =
fas;:::a,g, und nummeriere die Elemente vory durch, etwayY = fhy;:::h,g. Dann ist
die Funktion f : X | 'Y, gegeben durcl (a) = b (fur allei =1;:::;n), bijektiv.

.( \:Seif : X ! Y bijektiv. Wir m mssen nun zeigen, dasé und Y gleich viele Elemente
haben. Dazu mhlen wir die Elemente vonX durch, indem wir an dasi-te Element die
Zahl i schreiben. Wenn wir an das Elemena 2 X die Nummer i schreiben, dann
schreiben wir gleichzeitig an das Elemerit(a) 2 Y auch die Nummeri. Weil f injektiv
ist, erhalt kein Element vonY mehr als eine Nummer. Weif surjektiv ist, erhalt jedes
Element vonY eine Nummer. Damit ertalt jedes Element genau eine der Nummern, die
auch in X vergeben wurden. Also hatY genauso viele Elemente wiX .

Eine typische Anwendung von Satz 6.2 ist die folgende: Wir wollenédhtigkeit einer
MengeX bestimmen. Kennen wir X bijektiv auf eine MengeY abbilden, soistjX | = jYj
und es reicht, die Machtigkeit von jYj zu kennen.

Beispiel 24 Sei X eine endliche Menge. Was ist die Rthtigkeit der Potenzmenge
P(X)? Sei dazun := jXj. Wir nummerieren die Elemente vonX durch, etwaX =
fay;:::;a,0. Sei Y die Menge aller Bitvektoren der Bngen. Nach Beispiel 18 wissen
wir, dassjY] = 2" ist. Wir de nieren jetzt eine Funktion f : P(X) ! Y wie folgt: Fur
eine TeilmengeZ X ist f (Z) derjenige Bitvektor der langen, der an deri-ten Stelle
eine 1 stehen hat, fallg; 2 Z ist, und eine 0 sonst. Man muss sich jetzt noahberlegen,
dassf bijektiv ist. Damit wissen wir dann, dasgP (X)j = 2" ist.

Aufgabe 16 Beweise, dass die Funktiom aus Beispiel 24 bijektiv ist.
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9. Asymptotische Laufzeitanalyse

9.1. Beispiel: Fahrplanauskunft

In der Informatik werden Algorithmen (Programme) untersucht.Was mechten wir eber
die Algorithmen wissen? Stelle Dir vor, Du hast geradeuff eine gro e Stadt ein U-Bahn-
Netz mit 16 Linien entworfen. Nun bemtigst Du ein Programm #ir die Fahrplanauskunft.
Drei Anbieter bieten Dir dafur die ProgrammeP,, P, und P3 an, und Du sollst eines
auswahlen.

Folgendes Wissen istefr uns wichtig:

Wieviel Rechenzeit brauchen die Programme, um eine Fahrplanauskiuzu geben?

Sind die Programme korrekt: rechnet der Algorithmus richtig, odesbersieht er
etwa Verbindungen?

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem ersten Kriterium besdiftigen. Um die
Rechenzeit eines Programms anzugeben, wollen wir, grob gesagt, daximale Anzahl
der Rechenschritte bzw. Befehle absetzen, die ein Programm ausfhren muss, um aus
der Anfrage die Antwort zu berechnen.

Wir nehmen an, dass ein Rechner einen Rechenschritt in P0Sekunden, d.h. in ei-
ner millionstel Sekunde ausfhren kann. ProgrammP; braucht bei n Bahnlinien n?
Rechenschritte #&r die Berechnung einer Fahrplanauskunft. Programr®, braucht bein
Bahnlinien n® Rechenschritte, und ProgramnP; braucht 2" Rechenschritte. Fir welches
Programm entscheidest Du sich?

Anzahl n der Bahnlinien || Py: n? | Po: n® | P3: 2" |
16 | 256 | 4:096 | 65536 |
Nun stelle Dir vor, Du mechtest in die Fahrplanauskunft gerne noch die vorhandenen
16 Stra enbahnlinien mit aufnehmen. Dann musst Du insgesamt 32 Lian bemricksichtigen:

Anzahl n der Linien || Py:n? | Ppin® | Pg: 2" |
16 256 4:096 | 65536
32 1:024 | 32768 4 10°

Bei 16 Linien braucht ProgrammP, also etwas weniger als eine 200stel Sekunde. D.h.
wenn 200 Personen gleichzeitig eine Fahrplanauskunft habemcehten, dann mussen sie
weniger als eine Sekunde warten.

Bei 32 Linien braucht ProgrammP, mehr als eine Zehntelsekunde. Wenn also 100
Personen gleichzeitig eine Anfrage stellen, erssen sie mehr als 10 Sekunden warten.
Programm P3 braucht mehr als eine Stunde!
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Aufgabe 17 Stell Dir vor, Du mechtest in die Fahrplanauskunft gerne zat&lich noch
die vorhandenen32 Buslinien mit aufnehmen. Mit U-Bahn, Stra enbahn und Bus zu
sammen gibt es dann 48 Linien. Setze die Tabelle fort, indenu Bie Anzahl der Schritte
fur die drei Programme bei48 Linien eintr agst, und schtze ab, wie lange man bei den
Programmen auf eine Antwort warten muss (hierbei nehmen wiveiterhin an, dass unser
Rechner einen Rechenschritt irl0 ® Sekunden ausfhrt).

Bei wenigenLinien ist es relativ egal, welches Programm wir verwenden: wiremsen
nie sehr lange warten. Bei vielen Linien macht es einen gro en Untehsed!

Wenn wir die Laufzeit von Programmen analysieren, interessieren wins also vor
allem fur groe Eingaben. An den gro en Eingaben (hier ben = 32) sieht man, dass
Programm P3 ein wahrer,, Laufzeitfressen ist, wohingegerP; noch eine ganz veranftige
Laufzeit hat. (Wir sprechen deshalb auch von deasymptotischen Laufzeitmessung:
uns interessiert die Laufzeit éir wachsende Eingabem!1 )

In Wirklichkeit h angt die Laufzeit eines Programms nicht nur von der ®re der
Eingabe ab, sondern auch von der Rechenleistung des Rechneos) "ger verwendeten
Programmiersprache und vom Compiler. Wir wollen aber die Laufzeit mt fer jeden
Rechner, jede Programmiersprache und jeden Compiler einzelnd&shmen, denn das are
uns zu nmehsam. Wir begrugen uns deshalb mit einer ungehren Laufzeitbestimmung.
Was ungefahr heit, werden wir noch mathematisch exakt fassen. Die Idee ist, da
wir beispielsweise zwischen zwei Rechnern, von denen der eine diygoeschnell ist wie
der andere, nicht unterscheiden wollen. Deshalb wollen wir auch nicbhihterscheiden,
ob ein Programm die Laufzeitf (n) = n? oder die Laufzeitg(n) =2 n? hat. Das ware
unnetige Genauigkeit an der falschen Stelle. Wir sagen in diesem Fall eiffadass beide
Programmequadratische Laufzeit haben (das nennen wir smter Laufzeit ( n?)).

Allgemeiner: seic 2 R eine konstante Zahl und sef : N! R ( eine Funktion. Wir
wollen zwischen der Laufzeit und c f nicht unterscheiden! Diese Laufzeiten behandeln
wir als , gleich\ { wir tun die Funktionen zusammen in eine Klasse (die genaue Deition
hierfar werden wir im folgenden Abschnitt kennenlernen, in De nition 22.2)

Wir interessieren uns aber sehr daf, ob die Laufzeit eines Programmes gegeiner der
des anderen viel schlechter ist, also im Vergleiglabhaut\. An unserem Beispiel haben
wir gesehen, dass die Laufzeit voR; im Vergleich zur Laufzeit vonP; viel schlechter
ist (sie ,,haut uns im Vergleich ab\). Auch im Vergleich zuP, ist die Laufzeit von P;
schlechter.

Aufgabe 18 Die folgenden Funktionen stellen Laufzeiten von sechs \ah®denen Al-

1. f1:Nsg! R o, fo(n)=log,n
2 f,:N! R o fa(n)="n
3. ng' R O,fg(n): n

LErinnerung: SeienX;Y R, und seic2 R.Ist f : X ! Y eine Funktion, soistc f: X ! Y die
Funktion, die r 2 X aufc f (r) abbildet.
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4, f4N| R 0,f4(n): n3
5f5N| R 0,f5(n)=2”
6f6N| R Q,fg(n): n!

Wie andern sich die Funktionswerte der sechs Funktionen, wenramn verdoppelt?

9.2. Asymptotische Laufzeitanalyse

Bei der Laufzeitmessung
...interessieren wir uns nicht dafr, was bei kleinen Eingab@&ngen geschieht

... behandeln wir Funktionen als,gleich\, die sich nur um einen konstanten Faktor
unterscheiden

Tatsachlich sind zwei Funktionen, die sich um einen konstanten Faktd® 1 unter-
scheiden, natirlich nicht gleich (vgl. De nition 19). Wir wollen sie aber in die gleiche
Klasse von Funktionen tun. Ebenso wollen wir die Relatioh g (und f g) etwas
aufweichen: wir interessieren unaf Funktionen f , die fastuberall kleiner gleich (ge er
gleich) der Funktion g sind { bis auf einen konstanten Faktor.

Wir wollen dies nun in einer exakten De nition fassen.

De nition 21  Seienf;g: N! R o Funktionen, die einer Eingabel ange n 2 N eine
nicht-negative Laufzeit f (n), bzw.g(n) zuweisen.

1. Esgiltf 20(g) (lies: f istin gro-Oh von g), wenn es eine positive Konstante
c 2 R.o und eine nawrliche Zahlng 2 N gibt, so dass

f(n) ¢ g(n)

fur alle n  ng gilt.
Wir sagen dann auchf wachst h echstens so schnell wie g.

Beispiel 25 Seienf;g;h: N ! R o Funktionen, gegeben durcli(n) = n, g(n) = n?
und h(n) = n+ 3. Dann gilt

1. f 20(g),
2. h20(g).

Beweis von 1: Wahle als Konstantec := 1 und wahleng := 0. Dann gilt fur allen  ng:
f(n)=n 1 n2=1 g(n). Alsoistf 2 O(g), und das war zu zeigen.

Beweis von 2: Whle als Konstantec := 1 und wahleng := 3. Dann gilt fur allen  ng:
fnNN\=n 1 n?2=1 g(n). Alsoist h2 O(g), und das war zu zeigen.
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9. Asymptotische Laufzeitanalyse

De nition 22  Seienf;g: N ! R o Funktionen, die einer Eingabaeingen 2 N eine
nicht-negative Laufzeitf (n), bzw.g(n) zuweisen.

1. Esqiltf 2 ( g) (lies: f istin gro-Omega vong), wenng?2 O(f).
Wir sagen dann auchf wachst mindestens so schnell wie g.

2. Esqiltf 2 ( g) (lies: f istin Theta vong), genau dann, wenrf 2 O(g) undg 2
Oo(f).
Wir sagen dann auchf und g wachsen gleich schnell .

| | et
1000 | [ X g(n)=2n> .
h(n=n® K
i(m=2n® | |
800 | 4
7N
[]
= 600 .
3 ¥
400 | u n —+
< Lt
+
20 x T _
(] 3 L+t
5 10 15 20

Eingabelaenge

Abbildung 9.1.: Die Abbildung zeigt die Funktionenf; g; h;i: N! R o. Die Funktionen
f (n) = n? und g(n) = 2n? wachsen asymptotisch gleich schnell. Die
Funktion h(n) = n® (und ebensoi(n) = 2n3) wachst deutlich schneller
alsf (n) und alsg(n). Die Funktionen h(n) = n®undi(n) = 2n® wachsen
asymptotisch gleich schnell.

Im letzten Fall heien f und g asymptotisch gleich . Sie sind in derselben Klasse.
Abbildung 9.1 zeigt einige Beispiele.

Aufgabe 19 Fur ein Problem stehen zwei verschiedene Algorithménund B zur Verfugung.
Algorithmus A hat die Laufzeitf : N! N mit f (n) = n+5, und Algorithmus B hat die
Laufzeitg: N'! N mit g(n) = n?+1. Du musst Dich #ir einen Algorithmus entscheiden.
Welchen wirdest Du wahlen? Warum?
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Wie sieht man aber einem Programmcode an, welche Laufzeit das Raogm hat?
Im Praxisteil der Kurses habt Ihr schon an zwei Beispielen die Anzhtder Zuweisungen
in Abhangigkeit von der Eingabednge geahlt. Wir wollen uns nun die Beispiele noch
einmal anschauen und deren asymptotische Laufzeit bestimmen.

Beispiel 26 Wir zahlen die Anweisungen, die das Programm aus Listing 9.1 in Adngig-
keit von der Eingabeingen := meinelist _laenge auswhrt. Anschlie end bestimmen
wir die asymptotische Laufzeit.

In Zeilen 4 bis 6 stehen drei Zuweisungen. Die Schleife in & 7 bis 12 wird so oft
durchlaufen, bisfertig  gilt. Dies ist der Fall, so lange weder das Ende der List era#it
wurde, noch die gesuchte Zahl gefunden wurde. Schlimmsi#afsteht die gesuchte Zahl
ganz am Ende der Liste. Schlimmstenfalls durchlaufen wiredSchleife also so oft, wie
die Liste lang ist, alson Mal, und in der Schleife werden jedes Mal sechs Anweisungen
ausgetfihrt. Spatestens beimn + 1) -ten Mal ist dann in mit Zeile 7 die Suche beendet.

Also ist g(n), die gesamte Anzahl der ausgéfrten Anweisungen in Ablngigkeit von
n, gegeben durcly(n) =3+ n 6+1=6n+4.

Nun machen wir eine asymptotische Laufzeitanalyse. Sei ddz:. N! R  die Abbil-
dungn 7! n.

Behauptung: Es giltg 2 ( f). Dazu mussen wir nach De nition 22 zeigen, dass

1) g2 O(f) und

2)f 20(g)

gilt.

Zu 1: Wahle als Konstantec := 7 und wahle no := 4. Dann qilt fur alle n No:
gin)=6n+4 7n. Alsoistg2 O(f). Zu 2: Daf g gilt, folgt auchf 2 O(g).

Insgesamt haben wir bewiesen, dag® ( f) gilt. Man sagt in diesem Fall auch, dass
der Algorithmus einelineare Laufzeit in n hat.

# meine_liste ist eine liste mit nichtnegativen zahlen drin
# meine_liste_laenge ist die Rnge dieser liste
# gesuchte_zahl ist die Zahl, nach der gesucht wird
hier_bin_ich = 0
gefunden = False
fertig = hier_bin_ich == meine_liste_laenge
fertig:
aktueller_eintrag = meine_liste[hier_bin_ich]
gefunden = aktueller_eintrag == gesuchte_zahl
fertig = hier_bin_ich == meine_liste_laenge
fertig = fertig gefunden
hier_bin_ich = hier_bin_ich + 1

© o N o g 9~ w N B

R e
» O

[N
N

Listing 9.1: Lookup Naiv

Auch das rachste Beispiel ist aus Abschnitt 6.2 bekannt.
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Beispiel 27 Betrachten wir die birare Suche aus Listing 9.2. Wir haben unsberlegt,

da die Suche in einer sortierten Liste der langen unsere Rechnenmaschinesichstens
b(n) := (5+14 log,(n)) s besclaftigen wird. Es giltb2 O (In): Hierzu reicht es, sich zu
uberlegen, dass wann immer > € ist, die Ungleichung5 + 14 log,(n) < 25 In(n) gilt.

Letztere Ungleichung ist abeaquivalent zu(5 + 14 log,(n))=In(n) < 25, was bestimmt
wabhr ist, falls 5=In(e®) + 14 log,(n)=log,(n) < 25 gilt. Ziehen wir in Erwagung, dass
der rechte Summand unal#ingig vonn immer kleiner ist alslog,(e), sehen wir das aber

ganz leicht, dennl + 14 log,(e) < 25

1 # meine_liste ist eine aufsteigend sortierte liste nichtne
2 # gesuchte_zahl ist eine zahl

3 meine_liste_laenge = len (meine_liste)

4 unterer_rand = 0

s oberer_rand = meine_liste _laenge - 1

s gefunden = False

7 fertig = False

8 ( gefunden ):

9 mitte = (oberer_rand + unterer_rand) / 2
10 aktueller_eintrag = meine_liste[mitte]

11 gefunden = aktueller_eintrag == gesuchte_zahl
12 gefunden:

13

14 oberer_rand == unterer_rand:

15

16 aktueller_eintrag < gesuchte_zahl:

17 unterer_rand = mitte + 1

18 .

19 aktueller_eintrag > gesuchte_zahl:
20 oberer_rand = mitte - 1

21 .

22 gefunden = True

gativer zahlen

Listing 9.2: Binares Suchen

68



10. Induktion und Rekursion

10.1. Vollst andige Induktion

Vollstandige Induktion ist eine Beweistechnik, die sehr praktisch ist, um Eggschaften
fur alle naterlichen Zahlen nachzuweisen. Das sind typischerweise Aussagen FEm
.furallen 2 N gilt E(n)\, wobei E irgendeine Eigenschaft ist.

Um zu zeigen, dass alle natlichen Zahlenn eine Eigenschaftt haben, reicht es zu
zeigen, dass 0 die Eigenschalt hat, und dass sich die Eigenschaft von 0 auf 1, von 1
auf 2, von 2 auf 3, etcabertragt. Dann ebertragt sie sich auf alle narlichen Zahlen.

Ublicherweise besteht ein Induktionsbeweis aus zwei Teilen, dénduktionsanfang
und dem Induktionsschritt . Im Induktionsanfang wird nachgewiesen, dass O die Ei-
genschaftE hat. Im Induktionsschritt zeigen wir dann fir alle n 0: Wenn n die
EigenschaftE hat, dann hat auchn + 1 die Eigenschaft E. Damit sind wir dann fertig.
Im Induktionsschritt nehmen wir also an, dass schon die EigenschafE hat (das ist
die sogenanntdnduktionsvoraussetzung ), und zeigen, dass sich unter dieser Voraus-
setzung die Eigenschaft auch auf + 1 mbertragt (das ist die sogenannténduktions-
behauptung ). Da wir im Induktionsanfang die Eigenschaft schoneir den Startwert O
nachgewiesen haben, wissen wir nach dem Induktionsschritt dardass sie sie auf 1, 2,
...immer weiter wbertragt. Deshalb gilt sie dann dr alle n. Mit unserer formalen No-
tation kennen wir das Induktionsprinzip auch folgenderma en zusammersisen: Wenn
E(0) und 8n (E(n) =) E(n+1) , dann gilt 8nE(n). Oder noch kompakter:

E@O)*8n: E(n) =) E(n+1) =) 8 nE(n):

Manchmal wollen wir eine Aussag& (n) nur fer alle naterlichen Zahlenn 1 oder
fur alle n 2 oder .... Dann fangen wir statt bei 0 einfach bei 1, 2 oder ungsen
Wunschstartwert an.

Bevor wir uns den dersten Beweis mit vollsindiger Induktion anschauen, wollen wir
zunachst noch zwei abkrzende Schreibweisereif Summen und Produkte eindihren.

De nition 23 (Summen und Produkte) Sein 2 N, n 6 0. Seienay,.. ., a, beliebige
Zahlen. Dann ist

g = a+ i+ a, und
g =@ llloan.

Zudem ist festgelegt, dass die leere Summe (d.h. die SummeecSummanden) gleici®
ist und dass das leere Produkt (d.h. das Produkt ohne Faktoyeleich 1 ist. Also gilt:
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9 a=0,und
Lia=1.
Beispiel 28 Es qilt
1. i=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=55
2. i1311=1+1+1+1+1+1+1+1+1+1=10 :
3. 2,i=1 2 3 4 5=120, und
4. 5,2=2 222 2=32

Summen sind sehr hilfreich, um die Anzahl von Anweisungen in Schleifen bestim-
men. Das folgende Beispiel zeigt wie das geht.

1+ # n ist eine positive natirliche Zahl
2 =0

3i =1

4 bedingung =i <= n

5 ( bedingung )

6 j =i+l

7 i = i+1

8 bedingung = i <= n

Listing 10.1: Schleife

Beispiel 29 Wir zahlen die Anweisungen, die das Programm aus Listing 10.1 ilbBangigkeit
von n auskhrt. Anschlie end bestimmen wir die asymptotische Laufie
In Zeilen 1 bis 4 stehen zusammen drei Zuweisungen. Dann vegrdlie Zeilen 5 bis
8 (die Schleife)n Mal ausgedihrt. Dabei werden L, & Anweisungen ausgehrt, wobei
der i-te Summanda die Anzahl der Zuweisungen im-ten Durchlauf der Schleife ist.
Bei jedem Durchlauf der Schleife werden vier Befehle auaget (die Befehle in Zeilen

Zeile 5 ausgafhrt (die Schleifenbedingung ist dann nicht mehr aiit).
Also ist g(n), die gesamte Anzahl der ausgéirten Anweisungen in Ablangigkeit von
n, gegeben durch
gin)=3+ 1, 4+1=4 n+4:

Seif :N! R omit f(n)= n. Dann gilt g2 ( f). Der Algorithmus hat also lineare
Laufzeit (vgl. Beispiel 26).

Den folgenden Satz werden wir nun mit vollsindiger Induktion beweisen.

Satz 7 (Kleiner Gau) Fur alle Zahlenn 2 N gilt:
_n(n+1)

I:lI 2

70



10.1. Vollsendige Induktion

Beweis.

Induktionsanfang. Behauptung: Der Satz gilt &ir n = 1.

Beweis der Behauptung: L,i =1= &1 und das war zu zeigen.
Induktionsschritt.

InduktionsvoraussetzungDer Satz gilt bereits #r n, es gilt also ;i = ”(”;1) . Unter
dieser Voraussetzung emssen wir zeigen, dass er auckirfn + 1 gilt, also ist die

InduktionsbehauptungEs gilt *!i = M

Beweis der Induktionsbehauptung:

= Li+(n+1)

W+(n+1)

nin+1)+2(n+1)
2

_(n+1) (n+1)+1

= 5 :

und das war zu zeigen.
Bei der zweiten Gleichung haben wir die Induktionsvoraussetzungrwendet (wir haben
", i durch "2 ersetzt), alles andere sind Umformungen.

Der Name Kleiner Gau\ basiert auf einer Gegebenheit aus der Grundschulzedes
Carl Friedrich Gau : ,,Gauss besuchte zuerst 1784, nachdem er sein siebentes Lebbns;j
zureckgelegt, die Catharinen-Volksschule, in welcher der erste ElenemUnterricht ert-
heilt wurde und die damals unter der Leitung eines gewissemter gestanden hat. [...]
In dieser Schule, die noch sehr den Zuschnitt des Mittelalters geliadu haben scheint,
blieb der junge Gauss zwei Jahre lang ohne durch etwas Aussesottiches aufzufallen.
Erst nach jener Zeit brachte es der Gang des Unterrichts mit sicldlass er auch in die
Rechenklasse eintrat [...] Der junge Gauss war kaum in die Rechenké&assngetreten,
als Bettner die Summation einer arithmetischen Reihe aufgab. Die Aufgabwar indess
kaum ausgesprochen als Gauss die Tafel mit den im niedern Braunselger Dialekt ge-
sprochenen Worten auf den Tisch wirft: Ligget se’. (Da liegt sie.) Wahrend die andern
Scheler emsig weiter rechnen, multipliciren und addiren, geht &tner sich seiner Weirde
bewu t auf und ab, indem er nur von Zeit zu Zeit einen mitleidigen und gaastischen
Blick auf den kleinsten der Schler wirft, der seine Aufgabe beendigt hatte. Dieser sass
dagegen ruhig, schon eben so sehr von dem festen unerdenlichen Bewusstsein durch-
drungen, welches ihn bis zum Ende seiner Tage bei jeder vollendefebeit erfellte, dass
seine Aufgabe richtig gaist sei, und dass das Resultat kein anderes seiwnke. Am En-
de der Stunde wurden die Rechentafeln umgekehrt; die von Gausg einer einzigen
Zahl lag oben und als Bittner das Exempel prifte, wurde das seinige zum Staunen aller
Anwesenden als richtig befunden, shrend viele dereibrigen falsch waren und alsbald
mit der Karwatsche' recti ciert wurden.\(W. Sartorius von Waltershausen, Gauss zm
Gedachtnis, Leipzig, 1856).

laus Lederriemen ge ochtene Peitsche mit kurzem Holzstiel
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10. Induktion und Rekursion

Satz 8 (Summe ungerader Zahlen)  Beweise mit vollsandiger Induktion, dass #r
allen2 Ngilt: ", (2i 1)=n2

Beweis.

Induktionsanfang. Behauptung: Der Satz gilt &ir n = 1.

Beweis der Behauptung: 1, (2i 1)=2 1 1=12 und das war zu zeigen.
Induktionsschritt.

InduktionsvoraussetzungDer Satz gilt bereits #ir n, es giltalso ', (2i 1) = n?. Unter
dieser Voraussetzung mmssen wir zeigen, dass er auckhrfn + 1 gilt.
InduktionsbehauptungEs gilt ' (2i 1)=(n+1)2

Beweis der Induktionsbehauptung:

@ = L@ 1)+2 (n+1) 1
=n’+2 (n+1) 1
=n?+2 n+1
=(n+1)%

und das war zu zeigen.
Bei der zweiten Gleichung haben wir die Induktionsvoraussetzungrwendet (wir haben
n.(2i 1) durch n? ersetzt), alles andere sind Umformungen.

10.2. Rekursion

Rekursion ist eine Technik, eine Funktion mittels sich selbst zu de nien. Typischerweise
geben wir #r kleine Eingaben die Funktionswerte konkret an, undefr die gre eren
Eingaben geben wir dann eine Vorschrift an, wie wir deren Funktiongnte mit Hilfe der
Funktionswerte der kleineren Eingaben berechnen.

Beispiel 30 Wir de nieren den Begri Vorfahren rekursiv:
Die Eltern sind Vorfahren, und
die Eltern der Vorfahren sind wieder Vorfahren.

Rekursion ist eine elegante Technik um Funktionen und Mengen zu deeren. In
Abschnitt 5.1 haben wie die Fakulatsfunktion kennengelernt als diejenige Funktion,
die uns die Anzahl der Mglichkeiten, n Matrikelnummern auf n Neulinge zu verteilen,
liefert. Wir fuhren die Funktion jetzt formal korrekt mittels einer rekursiven e nition
ein.

De nition 24  Die Funktion f : N! N, gegeben durch die Vorschrift

1 fallsn=0

f(n) = n f(n 1), sonst,

heit Fakult atsfunktion . Man schreibt #r f (n) auchn!.
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10.2. Rekursion

Was sagt uns diese Vorschrift? Wenn witr (0) berechnen wollen, dann ish = 0 und wir
sind im ersten Fall und lennen den Funktionswertf (0) = 1 einfach aus der ersten Zeile
der De nition ablesen. Wenn wirf (3) berechnen wollen, dann ist alsa = 3 und wir sind
im zweiten Fall. Wir setzen gem der zweiten Zeile der De nition ein: f (3) =3 f (2).
Um das weiter auszurechnen, essen wir nunf (2) ausrechnen. Nun ist alsn = 2.
Wieder sind wir im zweiten Fall und setzen einf (2) = 2 f (1), wieder sind wir im
zweiten Fall und setzen einf (1) =1 f (0). Super { mit f (0) sind wir beim Basisfall
angelangt, den wir einfach in der ersten Zeile ablesemrinen. Insgesamt ergibt sich also

f(3)=3 f(2)=3 2 f() =3 2 1f@ =3 21 1=6:

Was haben wir gemacht, unf (3) zu berechnen? Wir haben solange den zweiten Teil der
De nition rekursiv eingesetzt (fur immer kleinere Zahlen 43;2; 1), bis wir im Basisfall

f (0) angelangt sind, dessen Funktionswert wir direkt am ersten Tedler De nition able-
sen lonnen. Diesen konnten wir dann einsetzen ufi(3) auszurechnen. Genau sowwde
auch der Computer eine rekursive Funktion berechnen. In Pythosieht das Programm
SO aus:

fakultaet(n):
(n<=1):
1

( n*fakultaet( n-1 ) )

A w NP

Listing 10.2: Funktion in pythonzur Berechnung der Fakulét in python

Aufgabe 20 Berechnef (5) analog zum obigen Beispiel.
Satz 9 Seif die Fakulmtsfunktion. Es qgiltf (n) = ;i

Beweis.Wir benutzen vollstandige Induktion.
Induktionsanfang. Behauptung: Der Satz gilt &ir n = 0.
Beweis der Behauptung: Nach De nition 24 isff (0) = 1. Andererseits ist das Produkt

9 i leer, und somit gilt 2, =1 nach De nition 23. Also ist f (0)=1=2,i, und
das war zu zeigen.
Induktionsschritt.
InduktionsvoraussetzungDer Satz gilt bereits #r n, es gilt alsof (n) = [, i: Unter

dieser Voraussetzung mmssen wir zeigen, dass er auchrfn + 1 gilt, also ist die
InduktionsbehauptungEs gilt f (n+1) = i
Beweis der Induktionsbehauptung:

f(n+1) "L (n+1) f(n)

(n+1) i

n+li.
i=1 b

und das war zu zeigen.
Bei der zweiten Gleichung haben wir die Induktionsvoraussetzungrwendet: Wir haben
f(n) durch [L;i ersetzt. Alles andere sind Umformungen.
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10. Induktion und Rekursion

Aufgabe 21 Gib eine rekursive Funktionsum:N ! N an, die bei Eingaben 2 N die
Summe der ZahlerD bis n berechnet. Gib auch den Programmcode in python an.

Ein bekannter Witz zur Erlauterung des Begri sRekursion lautet

Rekursion
sieheRekursion

Solche unendlichen Regresse (Endlosschleifen) wollen wir allerdingsnesden { wir
messen wissen, wo wir anfangen sollen { wir brauchen immer Baslid, die auch feher
oder smter erreicht werden. Dass manchmal mehrere Basilié netig sind, sieht man an
der Fibonacci-Funktion: dort haben wir die zwei Basisfle n =0 und n = 1.

De nition 25  Die Funktion b: N! N, gegeben durch die Vorschrift

8
< 0O fallsn =0,

b(n)= 1 fallsn=1,
b(n 1)+ b(n 2), sonst,
hei t Fibonacci-Funktion

De nition 25 ist die rekursive De nition der Funktion aus Abschnitt 5.2, die uns zu
einer Anzahln von Monaten die Anzahl der Kaninchen liefert.

Aufgabe 22 Berechne b(0), b(1), b(2), b(3) und b(4).
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